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CARTA DEL EDITOR

Para cierre de este afio 2023 presentamos solo algunas publicaciones que se realizaron
en afos con secuencia calendarica idéntica a este afio, como fueron los afios 1854, 1905,
1967, 1972 (a partir del 1 de marzo) y 1978.

En 1854 la editorial A. S. Barnes & Co., de la Ciudad de Nueva York publico la
traduccion de la Geometria de Adrien-Marie Legendre. Se titul6 Elementos de Geometria 'y
Trigonometria a cargo de Charles Davies y cuyo propdsito fue adaptarla como una obra de
apoyo para la instruccién matematica en Estados Unidos. Esta edicion se baso y gui6 en el
tratado original mencionado, sin embargo muchos de los argumentos y demostraciones
difieren esencialmente del original, inclusive de la traduccion hecha por el Dr. Brewester y
asi adaptar el conocimiento a una época en la que el lenguaje matematico se ha transformado
y ya difiere del utilizado en las obras anteriores. Una de las aportaciones hechas por el
traductor de la obra es la generalizacion utilizada para enunciar las proposiciones y el uso de
diagramas muy especificos en las demostraciones hechas, con la idea de que las
proposiciones geométricas son verdades establecidas y por tanto se deben generalizar pues
con base en la experiencia de Davis el uso de diagramas particulares facilita la comprensién
de proposiciones abstractas en los estudiantes principiantes y como consecuencia facilita la
labor intelectual del proceso de abstraccion de ideas matematicas. Se puntualiza en este texto
al circulo como el limite de poligonos inscritos y circunscritos. Con relacién al contenido de
Trigonometria Plana y Esférica también se han tratado de forma bastante diferente del
utilizado en la obra original al separar especificamente el estudio de calculo de lados y
angulos en los triangulos del estudio de la trigonometria analitica lo que se espera sea una
mejora importante. Se hacia notar el estudio necesario de logaritmos para el mejor
aprovechamiento de los conocimientos trigonométricos. La parte 1, dedicada el estudio de la
geometria consta de una introduccion, nueve capitulos llamados libros y un apéndice. En la
introduccidn se presenta un conjunto de nociones importantes previas que facilitan la
comprension del lenguaje utilizado en la obra. En el Libro | se incluyen proposiciones y
definiciones bésicas; en el Libro 2 se enuncian las razones y las proporciones; Libro 3 incluye
el estudio del Circulo y la medida de angulos ademas de un compendio de problemas de lo
estudiado anteriormente; el Libro 4 trata sobre las Proporciones de Figuras y la medida de
Areas incluyendo su conjunto de problemas; el Libro 5 versa sobre los Poligonos Regulares
y la Medida del Circulo, el Libro 6 contiene proposiciones relativas a los angulos planos y
poliédricos; el Libro 7 estudia a los Poliedros; el Libro 8 enuncia las proposiciones relativas
a los Tres Cuerpos Redondos y el Libro 9 trata la Geometria Esférica. EI Apéndice aborda el
estudio de los Poliedros Regulares y la Aplicacion del Algebra a la solucion de problemas
Geométricos (que se vuelve mas utilizada en el estudio de la Geometria). La Parte 2 de esta
obra incluye el estudio de la Trigonometria Plana con el uso de los logaritmos ; Trigonometria
Analitica en el Plano en los que ya es utilizado el objeto matematico denominado Funcion
Circular; Trigonometria Esférica con base en las Analogias de Napier, las partes Circulares
de Napier, y el uso de logaritmos; Medida de Superficies (cuadrilateros, triangulos, poligonos
irregulares, poligonos regulares, longitud de arco, &rea de un circulo, area de sector circular,
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area de anillo circular, etc.); Medida de Sdélidos que incluye conceptos como unidad de
solidez y aborda temas como: superficie convexa de una parte o pieza de una Pirdmide Recta;
porciones de un solido geométrico; solidez de un prismoide rectangular; estudio del cilindro,
cono, la esfera, tridngulo y poligono esféricos, un método para encontrar el &ngulo localizado

entre dos lados adyacentes de un poliedro regular, etc. Cabe mencionar que la expresion
(cos360°)(2n)~?1

(sen 360°)(2m)~1 "’
el &ngulo diédrico formado en dos caras adyacentes de los sélidos siguientes es:

, 1 ., .
general de este método es: SenEA = expresion que permite demostrar que

Tetraedro 70°31'42"
Hexaedro 90°

Octaedro 109°28'18"
Dodecaedro 116°33'54"
Icosaedro 138°11'23"

Cabe hacer mencion que estos brillantes trabajos realizados por A. M. Legendre,
Brewester, Davis y otros se van uniendo poco a poco a lo realizado por los investigadores
como Lamé, Plucker, F. Klein, R. F. A. Clebsch, Sophus Lie, entre otros y que abordaron la
aritmetizacion de las ideas geométricas hasta llegar a una generalizacion de este proceso.
Inclusive el mismo Auguste Comte es impresionado con estas ideas (de acuerdo con Carl
Boyer en su texto Historia de la Geometria Analitica, publicado por editorial Dover) y las
relaciona con la filosofia positivista; €l mismo categoriz6 al andlisis Unicamente como
matematica abstracta; a la geometria pura y la mecanica encabezando a la matematica
concreta y llamo geometria analitica al paso méas decisivo en la educacion matematica. Sin
embargo més que relacionarse con el analisis mismo, se relaciona con las técnicas algebraicas
como una generalizacion de esta aritmetizacion mencionada por lo que deberia de retomarse
el nombre actual de este objeto matematico Ilamada Geometria Analitica como Geometria
Algebraica o Algebra Geométrica en un contexto mas moderno e incluirse en el estudio de
estos objetos matematicos ya existentes.

En 1905 Albert Einstein publica cinco articulos cuya trascendencia es muy conocida
en el mundo académico internacional. La recopilacién de estos documentos se debe al trabajo
de John Stachel quien funge como editor de la obra titulada “Einstein 1905. Un Afio
Milagroso. Cinco articulos que cambiaron la fisica”, a cargo de la editorial Critica en
Barcelona, Espafia y formando parte de la coleccién Drakontos Bolsillo y publicada con
motivo del centenario de estos articulos cientificos en 2001 y posteriormente en 2011, como
traduccion del original publicado en 1998 por la editorial Princeton University Press.

El primer articulo incluido es la Tesis Doctoral de Einstein titulada “Una Nueva
determinacion de las dimensiones Moleculares”. La version definitiva la concluye el
domingo 30 de abril de 1905. Consta de cinco partes. La primera se denomina “Cémo influye
una esfera muy pequena suspendida en un liquido en movimiento”. En esta parte se analizan
las funciones de las coordenadas espaciales tridimensionales y el tiempo, cada dimension
espacial se escribe como la diferencia con un punto inicial para desarrollarlas en series de
Taylor; existe una regién G como un entorno; entonces, el movimiento del liquido dentro de
G se considera como una superposicion de tres movimientos: a) desplazamiento paralelo de



todas las particulas del liquido y que no cambian posiciones; b) rotacién de liquido sin que
cambien las posiciones relativas de las particulas del liquido; c) movimiento de dilatacion en
tres dimensiones mutuamente perpendiculares, para proceder a un estudio analitico muy
interesante relativo a la forma en que la esfera afecta al movimiento del liquido. La segunda
parte se denomina: “Calculo del Coeficiente de Viscosidad de un liquido en el que estan
suspendidas esferas pequefias muy irregularmente distribuidas”. Para esta parte, se inicia con
la suposicion de que la region G contiene gran cantidad de esferas de radio R aleatoriamente
distribuidas; dicho radio es extremadamente pequefio, tanto que el volumen conjunto de
todas las esferas es muy pequefio comparado con la region G; ademas n representa el nimero
de esferas por unidad de volumen siendo constante en todo el liquido, salvo por términos
despreciablemente pequefios. Asi, se establece la siguiente ecuacion: A+ B + C = 0, con
A, B, C como coeficientes de x, y, z respectivamente. Después de un interesante proceso de
andlisis matematico se llega a la conclusion de que si en un liquido existen esferas rigidas
suspendidas muy pequerias, el coeficiente de viscosidad aumenta en una fraccién idéntica al
volumen total de las esferas suspendidas en una unidad de volumen, siempre y cuando este
volumen total sea muy pequeio. La tercera parte de la tesis se titula “Sobre el volumen de
una sustancia disuelta cuyo volumen molecular es grande comparado con el del solvente”.
Para esta parte se debe tomar en consideracion una disolucién diluida de una sustancia que
no se disocia en la solucién; ahora comparemos una molécula grande de la sustancia disuelta
con una molécula del solvente y considerémosla como una esfera rigida de radio P; entonces
aplicamos el resultado obtenido en la parte anterior. Se hace analisis relativo a algunas
propiedades del azucar solido y su disolucion en agua, del que obtiene observaciones
importantes. La cuarta parte se denomina “Sobre la difusién de una sustancia no disociada
en una disolucién liquida”. Para esta parte se debe tomar en cuenta una disolucion del tipo
planteado en la parte anterior. Asi, si una fuerza K acttia sobre una molécula, que por supuesto
es una esfera de radio P, entonces la molécula se movera con una velocidad w determinada
por Py el coeficiente de viscosidad k del solvente y en la que es valida la ecuacién propuesta
a su vez por G. Kirchhoff: w = (K)(6mkP)™1, con la que es posible calcular el coeficiente
de difusién de una disolucion no disociada. La quinta y UGltima parte se denomina
“Determinacion de dimensiones moleculares con ayuda de las relaciones obtenidas” y que a
manera de conclusion establece los resultados para P y N con base en los resultados
presentados en las partes 1 — 4. Estos son, sin considerar las diferencias entre los valores de
Pao95°Cy20°C: P=9.9 -10"8c¢m. N = 2.1-102?3. Aclara Einstein que el valor
encontrado para N (numero total de moléculas reales por molécula- gramo) muestra una
congruencia adecuada en orden de magnitud, con los valores encontrados para esta cantidad
utilizando otros métodos.

El segundo articulo escrito ese afio fue enviado a Annalen der Physik 17 (1905)
localizado en las paginas 549-560 vy se titula “Sobre el movimiento de particulas pequenas
suspendidas en liquidos en reposo exigido por la teoria cinético-molecular del calor”. Se
divide en cinco apartados. El primer apartado de ellos se denomina “Sobre la presion
osmotica que debe atribuirse a las particulas suspendidas”. En este apartado se consideran
las moléculas — gramos de una sustancia no electrolitica disueltas en una porcién V! de un
volumen total V de un liquido. Cuando el volumen V* esta separado del solvente puro por una
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pared que es permeable al solvente pero no al soluto, entonces dicha pared esta sometida a la

Ilamada presion osmatica y concluira en este apartado sobre la existencia de presion osmética
RT n RT

p de magnitud: p = v El segundo apartado se denomina “La presion osmotica
desde el punto de vista de la teoria cinético-molecular del calor”. Utilizando las herramientas
del andlisis matematico demuestra que la existencia de presién osmotica puede deducirse de
la teoria cinético-molecular del calor por lo que a nimeros iguales de moléculas de soluto y
de particulas suspendidas, se comportan idénticamente con relacién a la presion osmotica.
La tercera parte se titula “Teoria de la difusion de pequeiias esferas suspendidas”. Aqui
propone el estudio del estado de equilibrio dindmico bajo la hipotesis de que una fuerza K,
dependiente de la posicion pero no del tiempo, actla sobre las particulas individuales.
Utilizando la Integracién como medio de expresion surgen importantes observaciones como
la existencia de un movimiento de la sustancia suspendida bajo la influencia de la fuerza k
gue actua sobre cada particula suspendida y la existencia de un proceso de difusién a
considerarse como el resultado de los movimientos desordenados de las particulas y
producidos por el movimiento molecular térmico. La conclusién de este apartado da cuenta
que excepto por constantes universales y la temperatura absoluta, el coeficiente de difusién
de la sustancia en suspensién depende solo de la viscosidad del liquido y del tamafio de las
particulas suspendidas. El apartado 4 se denomina “Sobre el movimiento desordenado de
particulas suspendidas en un liquido y su relacion con la difusion”. Continuando con el uso
del analisis matematico Einstein concluye en este apartado que el desplazamiento medio A,

es proporcional a la raiz cuadrada del tiempo: 4, = \/x: = /2Dt con D como el coeficiente
de Difusién; también aclara que es facilmente demostrable que la raiz cuadrada de los
desplazamientos cuadréticos totales de las particulas tiene valor de: A, = /3 . El quinto
apartado versa sobre “Formula para el desplazamiento medio de particulas suspendidas. Un
nuevo método para determinar el tamafio real de los 4&tomos”. En este apartado el autor

RT 1

propone los siguientes enunciados como método de calculo: 1) A, = v/t - ~ T 2)N =
1 RT . . . ;- .

Z T Finaliza su articulo anotando que espera que algun investigador logre pronto
X

resolver el problema planteado en este articulo, de relevante importancia para la teoria del
calor.

El tercer articulo de A. Einstein se titula “Sobre la electrodinamica de cuerpos en
movimiento”. Consta de dos partes, cada una con cinco secciones. 1) Parte Cinematica.
Seccion 1, titulada “Definicion de simultaneidad”. Inicia con la interesante definicion de
sucesos simultaneos. Para ello utiliza el ejemplo de un viajero que sabe que el tren llega a la
estacion a las siete en punto, lo que significa que la manecilla pequefia de su reloj esta
apuntado a las 7:00 horas justo a la llegada del tren a la estacién; estos son sucesos
simultaneos (Uno de los editores puede constatar este hecho. En un viaje a Alemania y
recorrer en tren sus principales ciudades, pudo corroborar la extremada puntualidad del
servicio de trenes en aquel pais. Si el itinerario estipula que un tren arriba a una determinada
estacion a una hora inclusive con fraccion, el tren arriba justo a esa hora). Desde luego que
existen imprecisiones que salen del control cotidiano; pero en general, se cumple. Asi una



definicion de tiempo intuitiva es simplemente sustituir la posicién de la mancilla pequefia del
reloj por el concepto tiempo, desde luego tomando en consideracion el lugar donde se
encuentra ese reloj; asi a lugares diferentes, relojes diferentes, tiempo diferentes. Tomando
en consideracion un rayo de luz, la sincronicidad de relojes en lugares A y B se puede
expresar: tg —t, =t'4, — tg en que t', representa el reflejo del rayo de luz en ese punto.
Notese que se trata de un experimento mental. De esta manera, el “tiempo” de un suceso es
la lectura obtenida simultdneamente de un reloj en reposo situado en el lugar del suceso que
para todas las determinaciones temporales marcha de forma sincrona con un reloj
especificado en reposo. Aqui se ha definido el tiempo a través de relojes en reposo en el
sistema de reposo, que se denomina “tiempo del sistema de reposo”. Seccion 2: “Sobre la
relatividad de longitudes y tiempos. Es esta seccidn se parte de dos premisas: 1) el principio
de la relatividad; 2) el principio de constancia de la velocidad de la luz. También se hace
énfasis en un observador. Asi, se va deduciendo que en la cinematica actual en el tiempo t un
cuerpo rigido en movimiento es totalmente reemplazable, con relacidn a su geometria, por el
mismo cuerpo cuando esta en reposo en una posicion concreta. Después de un breve analisis
algebraico concluye que no es posible atribuir significado absoluto al concepto de
simultaneidad, pues en su lugar, dos sucesos que son simultaneos cuando se observan desde
algan sistema de coordenadas concreto ya no pueden considerarse simultdneos cuando son
observados desde un sistema que estd en movimiento relativo a dicho sistema. La tercera
seccion se denomina “Teoria de las transformaciones de coordenadas y tiempo desde el
sistema de reposo a un sistema en movimiento de traslacion uniforme relativo al primero”
Aqui se presentan algunas ideas que pueden ser Gtiles para mejor entendimiento de esta
seccion y que son de uso comun, por ejemplo dos sistemas, tres lineas rectas materiales
rigidas, mutuamente perpendiculares con origen a un punto. Vale la pena que el lector se
detenga y empiece a imaginar a detalle este marco de referencia. Ademas, sean coincidentes
los ejes X de los dos sistemas y sean ademas, sus ejes Y, Z respectivamente paralelos. Cada
sistema tiene a disposicion una vara de medir rigida y un numero de relojes, todos
exactamente iguales. Ahora fijemos el origen de uno de los dos sistemas, en estado de
movimiento con velocidad constante y en la direccion de la variable x creciente del otro
sistema, que permanece en reposo. Se observa que a cada tiempo del sistema de reposo
corresponde una localizacion definida de los ejes del sistema en movimiento. Asi es que
podemos suponer gque los ejes del sistema en movimiento son paralelos a los ejes del sistema
en reposo. También procede el experimento a un espacio a ser medido desde el sistema en
reposo, con uso de la vara de medir en reposo y también desde el sistema en movimiento con
su respectiva vara de medir. Se establecen las coordenadas geométricas necesarias. También
se utilizan relojes en reposo para el sistema en reposo, rayos luminosos (descritos en la
seccion 1), para asi determinar el tiempo del sistema de reposo en todos los puntos donde
existan relojes. También se procede similarmente con el sistema en movimiento, pero en
donde existen relojes en reposo relativo al sistema. Se considera el conjunto de valores que
determina completamente el lugar y tiempo de cualquier suceso en el sistema de reposo y
que le corresponde un conjunto de valores que fija el suceso relativo al sistema en
movimiento. Por lo tanto debe hallarse el sistema de ecuaciones que conecta dichas
cantidades y es justamente el proposito de esta tercer seccion. La cuarta seccion se titula “El



significado fisico de las ecuaciones obtenidas en lo que concierne a cuerpos rigidos y relojes
en movimiento”. Esta seccion es sumamente interesante. Se parte del analisis de una esfera
rigida de radio R, en reposo relativo al sistema en movimiento antes descrito y cuyo centro
yace en el origen de este. Con base en un analisis algebraico geométrico, y considerando el
resultado de dicho procedimiento para una linea poligonal, es valido también para una linea
continuamente curvada, lo que permite llegar al siguiente resultado: Si existen en A dos
relojes que marchan de forma sincrona, y uno de ellos se lleva a lo largo de una curva cerrada
con velocidad constante hasta que haya vuelto nuevamente a A, en un tiempo determinado,

. t . . ,
entonces a su llegada habra retrasado (E) (5)2 respecto al reloj que no se ha movido. Asi, un

reloj de cuadrantes situado en el ecuador debe marchar mas lento que un reloj totalmente
idéntico localizado en cualquiera de los polos terrestres. La quinta seccion se titula “El
teorema de adicion de velocidades”. Describe la velocidad de un sistema a lo largo del eje X
de otro sistema tomando en consideracion un punto que se mueve de acuerdo con las
ecuaciones analizadas en las secciones anteriores. Se trata de establecer el movimiento del
punto relativo al segundo sistema. Con base en la descripcion de la suma de los cuadrados de
las variaciones de movimiento en los ejes correspondientes a la abscisa y la ordenada se
obtiene el cuadrado de la suma vectorial de velocidades, y s6lo vélida en una primera
aproximacion, pero permite ir deduciendo las leyes requeridas de la cinemética para asi
proceder a su aplicacién a la electrodinamica. Segunda Parte. Llamada Electrodinamica.
Seccion primera titulada “Transformacion de las ecuaciones de Maxwell-Hertz para el
espacio vacio. Sobre la naturaleza de las fuerzas electromotrices debidas al movimiento en
un campo magnético”. Inicia describiendo las ecuaciones de Maxwell-Hertz relativas al
espacio vacio valido para el sistema de reposo:

L 0X ON oM 0L 9y 0z
ot dy o0z’ ot 9z 0dy’
L0V _dL ON L OM 07 0X
ot 09z ox’ ot dx 0z’
,0Z oM OL _LON _0Xx oY
V -_— =, -_— =,
Jt dx 0dy Jdt dy o0z

Con (X, Y, Z) representando el vector fuerza eléctrico y (L, M, N) el vector fuerza
magnética. En esta seccidn se trata de aplicar a las ecuaciones anteriores las transformaciones
que se deducen en la seccidn 3. Es evidente que el principio de relatividad requiere que las
ecuaciones descritas anteriormente para el espacio vacio sean también validas en ambos
sistemas de referencia descritos anteriormente. Después de realizar el proceso analitico
correspondiente las ecuaciones descritas pueden expresarse con palabras y de dos maneras
diferentes. 1) Si una carga eléctrica muy puntual y unitaria se mueve en un campo
electromagnético, debe actuar sobre ésta una “fuerza electromotriz”, ademds de la fuerza
eléctrica, que al no tomar en cuenta aquellos términos multiplicados por las potencias iguales

y mayores que dos de g , es igual al producto vectorial de la velocidad de la carga y la fuerza
magnética, dividido por la velocidad de la luz. 2) Si una carga eléctrica muy puntual y unitaria



se mueve en un campo electromagnético, la fuerza que actia sobre ella iguala a la fuerza
eléctrica en la localizacién de la carga unidad obtenida transformando el campo a un sistema
de coordenadas en reposo relativo a la carga unidad. La segunda seccidn se titula “Teoria
del principio Doppler y de la aberracion”. Aqui una fuente de ondas electromagnéticas en un
sistema de referencia y muy alejadas del origen de coordenadas son representadas por
ecuaciones de las variables (X, Y, Z) y en términos del seno del angulo de referencia. Esto
con el proposito de investigar el cardcter de dichas ondas cuando son analizadas por un
observador en reposo dentro del sistema en movimiento. Para ello se aplican las ecuaciones
de transformacién para las fuerzas eléctrica y magnética descritas en la seccion anterior y
también aquellas para describir las coordenadas y el tiempo descritas en la seccién 3, y al
proceder con las técnicas de la trigonometria analitica concluye el autor que para un
observador que se aproxima a una fuete luminosa a cierta velocidad, dicha fuente deberia
aparecer con intensidad infinita. La tercera seccion se titula “Transformacion de la energia
de rayos luminosos. Teoria de la presion de radiacion ejercida sobre espejos perfectos”.

.. S, . A? . . .
Inicia con la representacion siguiente: . &8 la energia luminosa por unidad de volumen, y de
acuerdo con el principio de relatividad esta expresion como la energia luminosa en el sistema
.. Ar? , . . .
en movimiento, por lo tanto —7 'epresenta la energia de un complejo luminoso dado, medido

en movimiento y medido en reposo, si su volumen es idéntico en dos sistemas de referencia.
Se utilizan también las propiedades de la trigonometria analitica y se desarrolla el modelo
que describe la presién P de luz:

2 (cosp2)

HEC

P=2

Como una primera aproximacion y de acuerdo a experimentos y otras teorias se
obtiene:
AZ
P =2—cos?
8m ¢

Concluye esta parte afirmando que todos los problemas de Optica de cuerpos en
movimiento pueden resolverse mediante el método expuesto aqui. Esto debido a que los
campos eléctrico y magnético de la luz que recibe la influencia de un cuerpo en movimiento
se transforman a un sistema de coordenadas que esta en reposo relativo con dicho cuerpo.
Asi, todos los problemas de dptica de cuerpos en movimiento se reducen a una serie de
problemas de optica de cuerpos en reposo. La cuarta seccion denominada “Transformacion
de las ecuaciones de Maxwell-Hertz cuando se toman en consideracion corrientes de
conveccion”. Einstein parte de las ecuaciones descritas en la primera seccion de esta segunda
parte e incluyendo la siguiente expresion:

oX dY 07

p=a+@+£



Y denota 4w veces la densidad de carga. También se incluyen las variables
(ux,uy, uZ) que describen el vector velocidad de la carga. Estas variables se incluyen en el
lado derecho de cada ecuacion y después de finalizar el proceso analitico se concluye que si
un cuerpo eléctricamente cargado se mueve arbitrariamente en el espacio sin alterar su carga
cuando se observa desde un sistema de coordenadas que se mueve con el cuerpo, entonces
su carga también permanece constante cuando se observa desde el sistema en reposo. La
quinta parte se titula “Dinamica del electron (lentamente acelerado)”. Da inicio con la
descripcién de una particula cargada con carga e, llamada electron que presenta movimiento
en un campo electromagnético y con base en su ley de movimiento se puede realizar la
hipotesis siguiente: Si este electron esta en reposo en un instante particular, su movimiento
durante el siguiente instante de tiempo tendra lugar con base en las siguientes ecuaciones:

d?x
g = X

d?y
Kz = &0

d?z
haez = €%

Con x, Y, z describiendo las coordenadas del electron y u su masa, siempre y cuando
el electron descrito se mueva lentamente. Al terminar el proceso analitico correspondiente el
autor concluye que presenta una expresion completa de las leyes segun las cuales, debe
moverse el electron, con base en la teoria descrita en estas paginas. Este es el articulo que
describe la Teoria Especial de la Relatividad.

El cuarto articulo publicado por A. Einstein lo tituld “;Depende la inercia de un
cuerpo de su contenido de energia? Tomando como base el articulo anterior y la premisa
acerca de las Leyes que describen los cambios de estados de sistemas fisicos e independientes
de cudal de los sistemas de coordenadas es utilizado para describir dichos cambios (el
principio de la relatividad), y también considerando supuestos en movimiento paralelo-
traslacional uniforme uno con relacién al otro. También con base en la conclusién de la
tercera seccion de la segunda parte del articulo anterior y siguiendo las técnicas de la
trigonometria analitica concluye que la masa de un cuerpo es una medida de su contenido de
energia, si la energia cambia en un pardmetro, también lo hara la masa en el mismo sentido;
ademas si la energia se mide en ergios, la masa se mide en gramos. Por lo tanto, si esta teoria
estd de acuerdo con los hechos, entonces la radiacion transporta inercia entre cuerpos
emisores y absorbentes.

El quinto articulo se titula “Sobre un punto de vista heuristico concerniente a la
produccion y transformacion de la luz”. Este interesante articulo consta de nueve secciones.
Amplia el vinculo entre la radiacion magnética y la no continuidad cuéantica. La primera
seccion se titula “Sobre una dificultad concerniente a la teoria de la radiacion de un cuerpo
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negro”. Basadndose en la teoria de Maxwell y la Teoria del electron, considera el autor una
seccion espacial limitada por barreras reflectantes en las que existen moléculas gaseosas y
ademas electrones en movimiento libre que ejercen fuerzas generadas cuando éstos se
aproximan demasiado y pueden chocar todos ellos y explicando esto con base en la teoria
cinética de gases. A través de su analisis Einstein logra encontrar una relacion muy especifica
entre la energia media de un resonador con su propia frecuencia y lo relaciona con la
velocidad de la luz tomando en cuenta la unidad de volumen, y las considera condiciones de
equilibrio dinamico, implicando en su modelo la imposibilidad de generar una distribucién
de energia definida entre el éter y la materia, concluyendo en una relacion directamente
proporcional entre el intervalo de frecuencias del resonador y la energia total de radiacion
inmersa en el volumen elegido. La segunda seccion se titula “Sobre la determinacion de
Planck de los cuantos clementales”. Aqui demuestra la independencia de los cuantos
elementales de la teoria de la radiacion de cuerpo negro, concluyendo que a mayor densidad
de energia y longitud de onda de radiacién, son méas entendibles los fundamentos tedricos
establecidos hasta aqui, pero no funcionan para el caso de longitudes de onda y densidades
de radiacion bajas. La tercera seccién se denomina “Sobre la entropia de radiacion” vy
mediante las técnicas del analisis matematico describe la ley de radiacién del cuerpo negro,
obtenida a partir de la funcion ¢ cuya reciprocidad se determina precisamente por la
integracion. La cuarta seccion se titula “Ley limite para la entropia de la radiacion
monocromatica a baja densidad de radiacion” en la que describe los resultados de investigar
la dependencia de la entropia del volumen ocupado por la radiacién y concluye con la
expresion de la ecuacion que describe la variacién de la radiacion monocromaética de
densidad baja con respecto al volumen unificandola con la ley para la entropia de un gas
ideal e incluso de una solucién diluida. La cuarta seccion se titula “Investigacion tedrico-
molecular de la dependencia del volumen de la entropia de gases y soluciones diluidas™ en
la que por medio del andlisis y observacion de un caso especial pretende mostrar la
probabilidad de que todos los elementos en movimiento independiente dentro de un volumen
dado se encuentren en un momento de tiempo escogido aleatoriamente y deduce la expresion
para la ley de Boyle-Gay-Lussac de forma termodinamica. La sexta seccion se denomina
“Interpretacion de acuerdo con el principio de Boltzmann de la expresion para la dependencia
de la entropia de la radiacion monocromatica respecto del volumen” en la que concluye, con
base en técnicas algebraicas, con la expresion que describe la probabilidad de que la energia
de radiacién total sea localizada en una parte especifica de un volumen dado en un momento
de tiempo escogido azarosamente con la condicién de contar con paredes reflectantes en ese
volumen total en la que hay dentro radiacion monocromatica de frecuencia y energia dadas.
La séptima seccion la titula “Sobre la regla de Stokes™ y se basa en la observacion y analisis
de la luz monocromatica transformada por fotoluminiscencia, en luz de una frecuencia
diferente. Describe la desigualdad de dos cuantos de energia incidentes de frecuencia dada
(regla de Stokes) concluyendo en la posibilidad de concebir dos desviaciones de esta regla;
por ejemplo en la sutil posibilidad de que a densidades muy bajas una radiacion de tipo
distinto a la radiacion Wien actle diferente en lo relativo a su energia de la radiacion de
cuerpo negro (dentro del rango propuesto por la ley de Wien). La octava seccién la denomin6
“Sobre la generacion de rayos catodicos por iluminacion de cuerpos solidos” en que se basa
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en los trabajos de investigacion de P. Lenard y describe también desigualdades importantes,
tomando en cuenta las diferencias de potencial que atraviesan los rayos catédicos para
generar luz visible cuantificados por experiencia, en cientos y hasta en miles de voltios,
suponiendo por ello que la energia cinética de un electron interviene en la generacion de
muchos cuantos de energia luminica. La novena y tultima seccion se titula “Sobre la
ionizacion de gases por luz ultravioleta” y parte de la hip6tesis de que un cuanto de energia
luminica sirve para ionizar a una molécula de gas, con el uso de luz ultravioleta y describe
los efectos observados tomando en cuenta el limite superior para la energia de ionizacion,
proponiendo la expresion que describe estas relaciones y que, de confirmarse el supuesto
inicial sera valida para todos los gases, tomando en cuenta la frecuencia y la absorcion
observable no ligada a la ionizacion.

En 1967 la editorial John Wiley & Sons , Inc., publico el texto Mathematics and
Computing: with FORTRAN Programming escrito por William Dorn del Centro de
Investigacion Watson de IBM establecido en Nueva York y Herbert J. Greenberg, profesor
de la Universidad de Denver. Se dedica a estudiantes preuniversitarios y universitarios con
conocimientos sobre &lgebra, geometria y trigonometria, analisis basico, probabilidad y
I6gica matematica con un enfoque centrado en el uso de la computadora. El método expuesto
en el texto se enfatiza en problemas de aplicacion y algoritmos utilizados para resolverlos
evitando el tratamiento de las demostraciones de los teoremas expuestos, aungue en
ocasiones se describe la forma de su demostracion. Requiere por supuesto, el autoestudio por
parte del lector pues los ejercicios presentados no son faciles de resolver pues intentan
fomentar el reto, el ingenio y la creatividad. También tiene la finalidad de utilizarse como un
suplemento en los cursos de programacion de computadoras. A consideracion de los autores,
el uso de la computadora como una herramienta matematica posibilita al estudiante dar
solucion a algunos problemas y si es lo suficientemente curioso y ha desarrollado la intuicion
ademas de ser muy buen observador, pueda con el tiempo entender a conciencia algunos
objetos matematicos avanzados al redescubrir conceptos abstractos ademéas de elaborar
conjeturas. Se espera que la experiencia con el uso del lenguaje FORTRAN le proporcione
comprension y apreciacion que le permitan utilizar las técnicas adquiridas en su vida
profesional. Todo el contenido del texto se puede aplicar a cualquier version del lenguaje
FORTRAN vy se puede utilizar en cualquier computadora que tenga un compilador
FORTRAN (en aquella época, desde luego), pues en el libro se ofrece un apéndice que
describia una lista con casi 80 tipos de computadoras que se podian utilizar. Se sugeria al
estudiante completar el estudio de este lenguaje de programacion con textos especificos sobre
este lenguaje, como el de D. McCracken. Cabe destacar que ademas de vincular el estudio
de este lenguaje de programacion y algunos temas de matematicas, también se prepara al
lector con técnicas de anélisis numérico. Ademas se hacia énfasis en las limitaciones de la
computacién numérica de las computadoras digitales de aquella época. Con el apoyo de las
notas a pie de pégina, se da a conocer la historia de las matematicas hasta nuestros dias
mencionando en resumen las contribuciones y eventos vividos por los matematicos y
cientificos renombrados y seleccionados con base en la relacion de sus nombres con los temas
descritos en el libro que contiene 26 referencias historicas. Es importante mencionar que en
el afo de 1967 cinco de estos cientificos todavia vivian y el resto lo hizo durante el siglo
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veinte. Los ejercicios propuestos tienen tres finalidades bien establecidas: a) permitir al
estudiante practicar la mecanizacién de los métodos aprendidos; b) problemas que solicitan
la propuesta de un modelo matematico de algin fendémeno fisico y que permita probar e
incrementar la comprension de ideas matematicas estudiadas; c) proponer problemas que
fomentan en el lector el proceso heuristico y asi adquirir conceptos y técnicas matematicas
adicionales. En 1954 John Backus publicé un articulo en el que hace referencia al uso de
“IBM Mathematical FORmula TRANslating System (una interesante resefia historica de J.
Backus esta disponible en formato pdf en: https://ia800807.us.archive.org/0/items/history-
of-fortran/Image072217151026 _text.pdf y publicado en julio de 1979); (otro interesante
articulo del propio J. Backus publicado en 1998 esta disponible también en formato pdf en:
http://www.cs.toronto.edu/~bor/199y08/backus-fortran-copy.pdf y publicado por IEEE). Se
sugeria el uso de computadora que tuviese incorporado un compilador FORTRAN como la
IBM 1620. Una solucion ideal es contar con una terminal de teletipo y conectar a una
computadora grande por medio de la linea telefonica (en aquellos afios). Se sugeria que cada
estudiante debia utilizar esta tecnologia jentre dos y tres horas al afio escolar! Se hace énfasis
en que una computadora como esta puede dar servicio a muchas terminales y se puntualizaba
que el uso de esta tecnologia seria cada vez mas comun en los centros de estudios superiores
e industriales. Ademas se sugeria que en lugar de terminales conectadas a una computadora
remota se puede disponer de un sistema complejo de computo al que se le debe agregar
maquinas de perforacion y maquinas periféricas para mejor aprovechamiento. Sugerian los
autores que los estudiantes debian practicar la perforacion de tarjetas en un promedio de 15
a 30 minutos semanales por estudiante; también se recomendaba el uso de méquinas de
contabilidad para proveer a los estudiantes de un listado de sus propias tarjetas perforadas
con un promedio de practica de 5 minutos por semana por estudiante. Cuando es utilizado el
teletipo junto con una computadora remota, éstos sustituyen a la perforadora e impresora de
tarjetas. La version preliminar se probd en los cursos 1965 y 1966 en la escuela Secundaria
de Greenwich, Connecticut con la ayuda de Andrew Hathaway y Bernard Capuano. El texto
consta de nueve capitulos y cinco Apéndices. El capitulo 1 trata con Ecuaciones Lineales; el
capitulo 2 con Desigualdades Lineales; el capitulo 3 presenta la Aritmética de computadoras
y la programacion FORTRAN; el capitulo 4 estudia los Algoritmos que nunca terminan; el
capitulo 5 contiene la Resolucion de ecuaciones por iteracion; el capitulo 6 presenta las
Sumas que nunca terminan; el capitulo 7 presenta Algoritmos para la determinacion de areas;
el capitulo 8 versa sobre la l6gica matematica y los circuitos a base de interruptores; el
capitulo 9 trata sobre la teoria de la Probabilidad. Un ejemplo de ejercicio propuesto es el

. . . . . . 1 1 1 1 . . .
siguiente: Considera la siguiente serie: = — — + — — = + --- Explica si converge o diverge
1 2 3 4

y escribe un programa en lenguaje FORTRAN que calcule esta suma con precision a
milésimos de unidad. Debido a que la serie es decreciente con respecto al valor absoluto de
cada término, el enésimo término tendera a cero, ademas que los signos son alternos. Por ello
la serie es convergente. Con relacion a la precision del céalculo de esta serie debemos

considerar la desigualdad iz < 107* conn > 100 . El programa propuesto es el siguiente:
n

SUM = 0.0

N=101
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TERM = TOP / (X**2)

TOP = -TOP

SUM = SUM + TERM

N=N - 1

IF (N) 2,2,1

2 PRINT 100, SUM

100 FORMAT (7H&,SUMA &= P,,F8.4)
STOP

END

La Universidad de Wisconsin-Parkside organizé la Conferencia sobre Teoria de
Grupos llevada a cabo desde el miércoles 28 de junio y hasta el viernes 30 del mismo mes de
1972. Con un total de 22 participantes se abordaron importantes temas como las Algebras
de Hecke, Grupos finitos Residuales, Grupos de Nudos, Variedades de NUmeros Primos
Excepcionales, Grupos de Exponente 1V, el Teorema de Higman, Grupos Primarios
Abelianos, Anillos de Grupo Policiclico y el Teorema del Punto Cero, la Cohomologia de
Pregrupos y otros temas de relevancia para el estudio de la Teoria de Grupos y que entonces
se presentaron resultados muy importantes. K. I. Appel reporté su investigacion sobre el
Problema de la Conjugacion para grupos de Nudos y en el que desarrolla un método para
mostrar problemas de palabras y conjugaciones para una clase grande de Grupos de Nudos,
misma que incluye un gran nimero de nudos no alternados para los que no se habia obtenido
previamente resultados de conjugacion. EI método propuesto incluye una modificacién de
pequerfios diagramas de cancelacion, a su vez propuestos por Lydon y Schupp y aplicados a
las presentaciones de Wirtinger de grupos de nudos. El elemento crucial de este método
consiste en un pequefio diagrama de cancelacion dual, que involucra a su vez un conjunto
de curvas en el plano de una proyeccién del nudo. En este mismo evento académico, J. E.
Roseblade publicé los resultados de su investigacion denominada Anillos de Grupo
Policiclico y el Teorema del Punto Cero y en el que hace referencia al trabajo de Karl
Gruenberg relacionado al conocimiento de Anillos y que pueden ayudar a la investigacion de
ciertos tipos de grupos solubles con base en la Teoria de Anillos. Otro referente usado por
Roseblade es el propuesto por Philip Hall en tres articulos para la Sociedad Matematica de
Londres en 1954, 1959 y 1961 (afio con secuencia calendarica congruente con 1972 y 2023).

En 1954 Hall propuso: “Si H es policiclico y finito y J es conmutativo y Noetheriano,
entonces la igualdad S = JH posee Max r"; que es una version moderna del teorema Base
de Hilbert. Para 1959 escribio: “Si K es un campo en el que todos sus elementos distintos de
cero son raices de la unidad, entonces los KN-médulos son todos de dimension finita sobre
K”. Aqui, los Campos son precisamente aquellos con caracteristicas de primicidad y
completamente algebraicos. Finalmente, en 1961 estableci6: “SI M es un ZN — modulo

- . 1 . ZN
generado finitamente, con M* adjunta, entonces cualquier elemento central en - con todos
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los elementos adjuntos a las imagenes simples de M actlian con igualdad a cero al elevarse a
una potencia entera positiva sobre M”. Considerando a M justamente como un anillo imagen
de ZN, se reescribe: Si ZN? es un anillo imagen de ZN, entonces cualquier elemento central
de ZN? extendido sobre el radical Jacobson es igual a cero al elevarse a una potencia entera
positiva. Tal como lo puntualiz6 Hall, este resultado corresponde al clasico Teorema Fuerte
del Punto Cero y cuya demostracion la generd Rabinowicz. Con estos breves comentarios
se puede observar la belleza de la abstraccion en el campo de la Teoria de Grupos. Esta
publicado por editorial Springer con ISBN 3-540-06205-X.

En junio de 1978 el gran divulgador de la matematica Martin Gardner publica en su
acostumbrada seccion Juegos Matematicos en la version castellana Investigacion y Ciencia
namero 21 de la revista Scientific American el articulo titulado “Musica Blanca y Musica

Parda, Curvas Fractales y fluctuaciones del tipo % ”. Comenta el autor la tendencia de las

composiciones musicales a imitar diversos ritmos naturales. La musica sinfonica e inclusive
la musica electronica brindan grandes posibilidades para la imitacion. Por ejemplo, la
imitacién del atronador ruido de los cascos en La Cabalgata de las Walkirias, de R. Wagner
asi como otros ruidos estrepitosos del campo de batalla; en Matanza en la décima Avenida
se puede apreciar un disparo de pistola y el aullar de la sirena de un auto de la policia; en La
pasion segun San Mateo de J. S. Bach puede escucharse el terremoto y el desgarro del velo
del templo; en la Sinfonia de Los Alpes de Richard Strauss se escuchan las esquilas de las
vacas, precisamente agitando esquilas. Con este antecedente Gardner aborda el resultado de
las investigaciones del fisico Richard F. Voss del Centro de Investigacién Watson de 1. B.
M. Su trabajo versa sobre el término “densidad espectral” y la “autocorrelacion” de una
magnitud variable. Benoit Mandelbrot quien entonces también trabajaba para el Instituto
Watson estudio el efecto de los sonidos de instrumentos en las grabaciones, por ejemplo al
grabar el sonido producido por un instrumento musical y despues reproducir la grabacion o
mas lenta 0 més rapidamente. El sonido obtenido cambiara considerablemente. Pero existe
un tipo especial de sonido que se percibe de forma muy distinta. Cuando se reproduce la
grabacion de un sonido a velocidad diferente hasta ajustar el volumen de tal modo que su
emisidon sea exactamente igual al original, se percibira este sonido al que Mandelbrot
denominé “ruidos en escala”. Asien electronica como en la Teoria de la Informacion existen
ejemplos de este tipo de ruido: los llamados “ruido blanco” y “ruido de Johnson”. El primero
se percibe como un siseo mondtono e invariable al cambiar la velocidad de reproduccion, de
tal modo que su funcién de autocorrelacion (que mide la relacion de sus fluctuaciones en
cada instante con las fluctuaciones anteriores) resulta ser invariablemente igual a cero. Este
tipo de ruido es de origen térmico y se produce durante el movimiento aleatorio de los
electrones que atraviesan una resistencia eléctrica. Se puede percibir en casi todos los
“estaticos” recibidos en una radio o amplificador, en la “nieve” que llena las pantallas de
television analdgica y el radar cuando no existe sefial de entrada. En el teclado de piano es
posible generar una melodia “blanca” aleatoria sin correlacion entre dos notas cualesquiera.
Tomamos como base una octava de siete teclas blancas del piano: do, re, mi, fa, sol, la y si.
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En este ejemplo, Fa sera la frecuencia central. A continuacion fabricamos un tipo de
aguja de la suerte, es decir un circulo dividido en aproximadamente siete sectores (uno para
cada tecla del piano y sin importar las longitudes de los arcos asignados a cada tecla, es mas
pueden ser totalmente aleatorios) e instalar una flecha giratoria en su centro (como en la
figura 2). Desde luego, entre mayor area sea asignada a una tecla, mayor seré la probabilidad
de resultar elegida. Como hemos escogido la nota Fa como frecuencia central, entonces le
debe corresponder mayor area de sector circular. Asi, para producir una “melodia blanca” se
hace girar la flecha dentro de nuestra rueda tantas veces como se quiera, escribiendo cada
vez la nota resultante al detenerse la flecha giratoria. Debido a la aleatoriedad de resultados,
la secuencia melddica generada serd totalmente ajena a las reglas musicales de la armonia y
la melodia. También se pueden incluir todos los 12 sonidos de una octava musical o todas
las 88 teclas del piano si se quiere. Es mas, si se quiere complicar la composicion, se puede
utilizar una segunda “aguja de la suerte” pero ahora dividida en tantas partes como se quiera

de modo que cada sector incluya el valor relativo de los sonidos musicales:

11 1 1 1 , - . . .
(1 1111l —) y asi asignar a cada nota obtenida un valor relativo. Cuando se termina

’2”74’8’16’32" 64
la generacion aleatoria de sonidos y sus tiempos y se ejecuta al piano, sonard exactamente
como lo que es, una tediosa, insipiente, monétona y desarticulada melodia. Un segundo tipo
mas complicado de ruido de escala es el Ilamado ruido browinano que representa al
movimiento browniano o movimiento aleatorio de diminutas particulas en suspensién en un
liquido y provocado por los trompicones de las moléculas en agitacion, es decir, cada
molécula realiza un paseo aleatorio tridimensional y cuyas sucesivas posiciones generan una
serie de elevada correlacion, que da a entender que cada particula en movimiento “ha
memorizado” el lugar donde estuvo anteriormente. Si seguimos las ideas de Voss, cuando
los sonidos fluctian de esta manera, se produce “musica browniana” o “musica parda”. Para
general este tipo de musica seguimos el procedimiento de nuestra “aguja de la suerte”.
Podemos dividirla en siete partes, pero hora rotularemos las regiones para que representen
intervalos entre dos notas sucesivas de la melodia (un intervalo es la separacion melddica
entre dos sonidos; se ha convenido en llamarlos de acuerdo con la escala musical y tomando
como punto de partida una nota cualquiera). Asi tenemos la tonica o sin separacion; la
segunda mayor, la segunda menor; la tercera mayor, tercera menor, cuarta justa, quinta justa
o perfecta, sexta mayor, sexta menor, y septima. Esto da lugar en armonia musical a nombres
como: tdnica, sobretonica, mediante, subdominante, dominante, sobredominante y séptima
sensible que corresponden a las distancias, y como se aprecia son siete. De igual forma el
tamariio de los sectores circulares relacionados a cada intervalo y su probabilidad pueden ser
elegidos al azar. Se escriben los signos relativos a “positivo” y “negativo” que permite
moverse a la derecha de la nota elegida o a su izquierda tantos intervalos como lo indique el
numero junto al signo. Se puede comenzar con cualquier tecla del piano y con el uso de la
ruleta se genera un paseo aleatorio a la derecha y a la izquierda del teclado del tal forma que
los sonidos generados iran vagando de un lado a otro en el teclado hasta que, en un momento
determinado se saldra del teclado. Si pensamos que los extremos del teclado funcionen como
“barreras de absorcion” la tonada terminara por tropezar con alguna de ellas. Modificando
nuestro procedimiento es posible generar barreras reflectantes o barreras elasticas,
modificando las aguja de la suerte, de manera tal que en cuanto mayor sea el intervalo a partir
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de la tecla o nota elegida, mayor sea su probabilidad de regresar a ella. Se puede complicar
aun mas el experimento al utilizar una segunda aguja de la suerte, como en la produccién de
ruido blanco, pero no para determinar la duracion del sonido sino el incremento o decremento
de la duracion de cada nota. Este tipo de sonidos sonara muy distinto de los correspondientes
a la melodia blanca debido a su fuerte correlacién, pero sigue siendo una tonada con escaso
o nulo valor estético musical, como el caminar de alguien ebrio por una callejuela; efecto
alejado totalmente de producir buena musica. De estos resultados se han propuesto métodos
para generar “musica estocastica”. Voss sugirid0 un modelo intermedio entre los dos
anteriores, al seleccionar un ruido en escala exactamente a mitad de camino entre estos dos,

. . st . 1 . .
que en la terminologia del Analisis Espectral se le conoce como ruido 7 debido a que el ruido
. 1 . . .

blanco posee una densidad espectral 7o y el ruido browniano posee una densidad espectral de
1, . o1 L .

7 como se aprecia, en el ruido i el exponente de f sera igual o muy cercano a la unidad.
Las melodias basadas en este ruido tienen una correlacion moderada, tanto en fragmentos
cortos como en pasajes musicales de cualquier tamafio y consecuentemente los oyentes
consideran a esta masica mucho mas agradable que la musica blanca y mdsica parda. En
electrénica a este ruido se le conoce como ruido de trémolo. Mandelbrot descubrié que los

, . . . -, -, 1
datos estadisticos sobre las crecidas anuales del Nilo forman una sucesion de fluctuacion 3

Recuérdese que este gran autor acufio el término fractal debido a que le asigna a cada
una de estas curvas una dimension fraccionaria mayor que su dimensiéon topologica (como la
Curva de Peano, 1890 y a Curva “Copo de Nieve” de Helge von Koch en 1904). Tal como
lo demostro Mandelbrot, la curva de Peano posee dimension 2, pero su frontera, un fractal
sin variacion alguna que por cambios de escala de longitud infinita posee dimension fractal
de (log4)(log3)™! =~ 1.2618 ... Martin Gardner en su articulo, no resiste la tentacion de
mencionar tres curiosas formas de transformar alguna melodia en otra diferente que tenga la

. . 1 . ;g .z
misma densidad espectral ; tanto en el motivo melédico como en la duracion de las notas de

la composicion. Una de ellas consiste en reescribir la melodia empezando en el ultimo
compas y terminando en el primero, es decir, de atras hacia adelante; la segunda manera
consiste en volver la partitura, es decir, voltearla al revés, de tal forma que el tltimo renglén
del pentagrama ahora sea el primero. La tercera forma es combinar las dos operaciones
mencionadas anteriormente. Pero para que los sonidos resultantes sean verdaderamente
armoniosos se necesita ser todo un talento musical, pues no todas las melodias pueden
reescribirse como se menciono y sonar agradablemente al oido. Este tipo de composiciones
fueron muy utilizadas durante el siglo Quince, composiciones contrapuntisticas normalmente
para dos voces en la que una de ellas es la otra de atras hacia adelante. El magnifico, genial
y creativo masico y compositor W. A. Mozart escribié una melodia como la descrita, pero
cuyo efecto sonoro es bastante agradable al oido. Se titula Krebsgang. Un intérprete lee la
partitura normalmente. El segundo invierte la hoja y lee también. Es decir uno lee
normalmente y el otro lee la hoja invertida “de atras hacia adelante”.
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Ruedas de la fortuna para obtener musica blanca (izquierda) y muisica parda (derecha)

Figura 1. Portada de la afiorada revista. Figura 2. Descripcion de la “flecha de la Suerte”.

Revista Investigacion y Ciencia No. 21 en el mes de junio de 1978.

Compartimos la direccion url en la que se muestra la interpretacion de la composicién
de W. A. Mozart titulada Krebsgang: https://www.youtube.com/watch?v=tIWGj_sncbs
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Figura 3. Krebsgang de W. A. Mozart. Revista Investigacion y Ciencia No. 21 en el mes de junio de 1978.
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Las tres imé&genes anteriores son publicadas originalmente por la Revista
Investigacion y Ciencia No. 21 en el mes de junio de 1978.

En éste numero y coincidiendo con los avances cientificos antes expresados se
presenta un articulo dedicado a la demostracion de grupos nilpotentes basados en las series
centrales inferiores y superiores; asi mismo se presenta una evolucion al algoritmo J1
presentado en el nimero 8 de la Revista JOOM en donde el J2 se presenta como un teorema
que permite la solucion a ecuaciones cuarticas con raices R o C partiendo de un resolvente
cubico.Por otro lado y nuevamente coincidiendo con la descripcion historica de las
aportaciones fisicas de Einstein se presenta en la seccion un modelo matematico de
predictibilidad de manchas solares basado en machine learning utilizando la estacionalidad
que presentan las series de tiempo con el modelo ARIMA con su respectiva programacion;
asi mismo se encuentra un articulo con varias propuestas originales para economia, educacion
y seguridad ciudadana mediante un enfoque global.

La revista JOOM se complace en invitar a su primer evento anual para el afio 2024
con motivo de la celebracion de los 50 afios de la publicacion de Gerhard Ringel sobre la
propuesta de solucion al problema del coloreado de mapas, ademas de la congruencia de la
secuencia de dias del calendario a partir del lero de Marzo entre 1974y 2024; se llevara a
cabo el Congreso Internacional de Objetos y Objetivos Matematicos (CIOOM 2024)
junto con el Simposium Internacional sobre Reflexiones y Avances en el Problema de los
Cuatro Coloresy la Teoria de Grafos 2024 en la ciudad de México los dias 14 y 15 de Marzo
del 2024 dentro de las instalaciones de la biblioteca VVasconcelos. Los topicos de trabajo los
pueden revisar de acuerdo con la convocatoria que podra encontrar en el sitio
www.cioom.org. Ambas opciones de publicacidn son libres de costo para los autores y la
asistencia al evento es gratuita para el publico en general pudiendo obtener constancia con la
valor curricular.

CONGRESO INTERNACIONAL DE

OBJETFOSYY QBIETIVOS

MATEMATICOS

SIMPOSIUM INTERNACIONAL SOBRE
REFLEXIONES Y AVANCES EN EL PROBLEMA DE
LOS CUATRO COLORES Y LA TEORIA DE GRAFOS

CDMX. 14-15 MARZO 2024

INTERNATIONAL CONGRESS ON
MATHEMATICAL OBJECTS AND OBJECTIVES
&
INTERN ATIONAL SYMPOSIUM ON
REFLECTIONS AND ADVANCES IN THE
FOUR COLOR PROBLEM AND GRAPH THEORY

MEXICO CITY MARCH 14-15 2024

Los editores.
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Resumen- La investigacién en Teoria de Grupos ha presentado
grandes avances a partir del siglo pasado con los resultados
presentados por Kurosh, Kaplansky, Suzuki, Coxeter, Birkhoff,
McLane, Hall y muchos otros mas con temas relacionados con
Grupos Abelianos, Grupos Abelianos Infinitos, la Estructura de
un Grupo y la Estructura de su Reticula de subgrupos,
Generadores y relaciones para Grupos Discretos. En esta breve
contribucion expongo ideas axiomaticas como una descripcion
del tema propuesto en el titulo de la misma.

Palabras Clave- Grupo, Series centrales,
supersolucionabilidad.

Zusammenfassung - Die Forschung in der Gruppentheorie hat
seit dem letzten Jahrhundert grofRe Fortschritte gemacht, wobei
die Ergebnisse von Kurosh, Kaplansky, Suzuki, Coxeter,
Birkhoff, McLane, Hall und vielen anderen zu Themen im
Zusammenhang mit abelschen Gruppen, unendlichen abelschen
Gruppen, der Struktur einer Gruppe usw. prasentiert wurden
Struktur seines Rasters aus Untergruppen, Generatoren und
Beziehungen fir diskrete Gruppen. In diesem kurzen Beitrag
préasentiere ich axiomatische Ideen als Beschreibung des
vorgeschlagenen Themas.

Schlusselworter -
Superldsbarkeit.

peztome memur - HcciaenoBanusi B 00JaCTH TeOPUM TPynn
MPOAEMOHCTPUPOBAJIH 00JIbIIHE AOCTHKEHUA C NMPOLLJIOTo BeKa:
pe3yabTaThl Obl1M mnpenactaBieHbl Kypomem, Kaminanckum,
Cym3ykn, Kokcerepom, Bupkrogom, Makieiinom, Xonnom u
MHOIMMH JIpYruMM Mo TemMaM, CBA3aHHBIM C a0e1eBbIMH
rpynmnamMu, 0eCKOHEYHBLIMH a0eJIeBLIMH rpynmnamu, CprKTypOﬁ
rpynnbl 1 CTPYKTypa ceTKH IOATPYNI, FeHepaTopoB U CBs3eil
AJIA JUCKPETHBIX I'PyIIl. B sTom KPaTKOM 3cCce 1 npeacraBjasalo
AKCHOMAaTHYECCKHE HIeH KAaK OIMUCaHue l'lpeZlJ'lO)KeHHOﬁ TEMBbI.

Kniouesvie cnosa - I'pynma, IlenTpajabHblii  pef,
HUWIBIIOTEHTHOCTDH, CBEPXPa3pelIuMOCTb.

Mathematical Subject Classification: 20E07, 11MA41.

nilpotencia,

Gruppe, Zentralreihe, Nullpotenz,

l. INTRODUCCION

El objeto matematico denominado Nilpotencia ofrece ventajas
en el campo de la Geometria Algebraica pues permite grandes
posibilidades de generar analogias algebraicas muy Utiles.
Tiene relacion con el &lgebra y los grupos, ademas de ser en si,
un elemento importante. Ademas, la Supersolucionabilidad y
la nilpotencia son dos propiedades cuantitativas de los Grupos,
que se basan en el desarrollo de las Series Centrales inferiores
y superiores y que son mucho mas influyentes que el objeto
matematico denominado solucionabilidad. Esta es la base
axiomatica para el estudio de la Teoria de los Grupos
Nilpotentes, el subgrupo de Frattini de un grupo y los grupos
Supersolucionables dentro del contexto de investigacion sobre

un teorema de Froebenius y el caso de los Grupos
Solucionables.

1. NOCIONES.

1- 3m|m"=0;neNVM, en que M es un anillo o
semigrupo.

2- n=1 - 3N o indice de nilpotencia, por nocion 1
Nota 1.- Se asigna este término al elevar una base a una
potencia positiva con cero como resultado. Sea, por
ejemplo [1]: sea p un ndmero de laforma4n+1 v én +
1 [2] con n € N. Ademas, sea A, mod p™ un Anillo
residual mddulo p™, bajo asociatividad multiplicativa,
entonces la clase de residuo de p es nilpotente de indice
n; sea x € A, con A como Anillo Conmutativo, x €
N, & x € P, siendo P el conjunto de los primos ideales
de A.

Consecuencia 1.- A se puede interpretar como un anillo
de funciones sobre un espacio espectral A, (Especy ), de
modo que todo elemento de 9t; son asignados a funciones
gue se desvanecen idénticamente

Nota 2.- Este objetos matematicos (elementos nilpotentes)
son bastante utilizados en geometria algebraica debido a
que posibilitan mucho la obtencién de analogias
puramente algebraicas en gran variedad de conceptos.

3- yENAy -y ..-=0->3Algqg : (Algebra
Nilpotente). Pero y, = ¥, #0 = Iy|y€
N, de Algqg.

Nota 3.- Los objetos mateméaticos como un algebra de
matrices triangulares estrictamente superiores o un algebra
con asociatividad multiplicativa en cero o el producto
tensorial de dos algebras en la que una de ellas es
nilpotente, entre otros muchos [1].

3.1.- Algunas Propiedades [1] [3] de Afgqg.

3.1.1.- Afgq es un conjunto cerrado con respecto a
imagenes homomadrficas (relacion funcional entre grupos
gue mantiene necesariamente la operacién binaria) y a
sub-algebras.

3.1.2.- (xy + x5 + ...+ x,,) = Iy con x como elementos
ideales nilpotentes finitos y J como conjunto ideal
nilpotente.
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313' (:719? + ‘72?? + j3m + -+ jng'z = :7[91 con jnm como
elementos ideales nilpotentes es localmente nilpotente.
3.1.4.- Sea Ay, un algebra dimensional finita; &, > (x; +
X, + ..+ x,) un campo con caracteristica cero con
elementos (3.1.2). A, sobre K, es Jg,.

3.1.5.- Si A es un algebra; P, una identidad polinomial de
grado d, y ademas cuando A satisface a P; entonces todo

sub-anillo nilpotente de éste Gltimo con grado [d-%]

pertenece necesariamente a una suma de ideales
nilpotentes.

4.- Sea ® un grupo, que cumple: ® =4, 24,2 2
A1 = {1}, es decir posee series normales; ademas

A . . . ®
VvV —L y que se extiende hacia el punto medio de —
Ajy1 Aiy1

se denomina Grupo de series centrales [1] [4].

5.- En todo conjunto dado de series centrales con la
caracteristica de ser lo mas corta posible, su longitud
se denomina grado de nilpotencia gg,.

6.- Sea ®y un Grupo Nilpotente. V&g , las series
centrales se dividen en subgrupos de ®g con
longitudes iguales a la clase de nilpotencia ®q;.

7.- VOg finitos, se agotan por medio de productos
directos de p-grupos con ordenes p*; con p de la
forma4n+1 vént1.

8.- YOy, finitos y que forman subgrupos libres de torsion
a causa del grupo cociente formado se denominan
grupos nilpotentes finitamente generados libres de
torsion ®g,.,; .

9.- ®g,.; son agotados por medio de matrices
triangulares enteras cuyos 1’s estan a lo largo de la
diagonal principal, teniendo en consideracién sus
subgrupos.

10.- V®g,.,., puede ser aproximado por un p-grupo para
Vp,conpdelaforma4n+1 vén+t

11.- Gy finitos son grupos Policiclicos Gg que poseen
series centrales con factores ciclicos [1] [5].

I1l. DEFINICIONES

1.- Un grupo ® es supersolucionable [6] si posee & =
A 24,2+ 2 Ay = {1} (Nocion 4) en que cada
grupo factor 4 es ciclico (Nocio6n 11)).

Ajy1
Nota 4.- Existen dos propiedades muy importantes de los
grupos: la supersolucionabilidad y la nilpotencia, que

cualitativamente son mas influyentes que la
solucionabilidad.
2.- Todo grupo & es nilpotente si tiene como

caracteristica unas series normales finitas ® = 4; 2
A, 2+ 2 Apyq = {13} (Nocion 4, Def. 1) y ademas

Aj

, . ® .
esta en el centro o punto medio de o parai =
i+1

i+1
1,...,r.[6], (Nocion 4, Def. 1).

Nota 5.- En estos casos Ai es Abeliano, por lo que

i+1

sus propiedades implican la solucionabilidad de &

(Propiedades 3.1.1 3.1.5). También es interesante hacer

notar que en un grupo & supersolucionable A;_; =

{b;_1,A;} donde b;_, representa cualquier elemento de

T A
A;_; mapeado sobre un generador de grupo ciclico A—l y
i+1

consecuentemente ® es finitamente generado. Por ello, los
grupos nilpotentes incluyen a todos los Grupos Abelianos,
y por ello un grupo nilpotente no necesita ser finitamente
generado.

3.- ® es supersolucionable si toda imagen homomorfica
de él contiene un subgrupo ciclico normal [6] [7],
(Nocién 3, Propiedad 3.1.1).

Nota 6.- En [7], se muestra que esta definicién es
equivalente a la propuesta aqui presentada para grupos
finitamente generados.

4.- Para efectos de clarificar las expresiones [6] estan las
siguientes equivalencias, con relacién a la Serie
Central inferior y superior:

) xThy Tl xy =(x,y)
ii) Sean A4, B, subgrupos. (4, B) = ® (Grupo
generado) por todo (a,b)|a € A,b € B
”l) (xlv ---xn—lvxn) = ((xl: ---xn—l):xn)
iv) Sean A, ..., A,_1, A, subgrupos:
(Ars s Ane1,An) = (A, e, Api), Ay)
v) a* =x"lax

5.- Identidades sobre los conmutadores superiores.
i) yx)=(xy) "
i) (xy,z) = (x,2)*(y, z) = (x,2)(x,2, Yy, z)
iii) (x,yz) = (x,z)(x, y)* = (x,2)(x, yKx, ¥, 2)
iv) (x,y L2y, z 0y zx L y) Tt =1
v) (x,y,zXy,z,xMz,x,y) =

(v, xXz, x Xz, y)Y{x, yNx, )Yy, 2)*(x, z){z, x)”

6- N6G=6
ii) [, (®) = {(x; ... x; )}, para arbitrarios x; € G.
Nota 7.- Estas definiciones se aplican a subgrupos de un
grupo ®. Ahora, debido a la igualdad: (v, Y5, -, Yis1) =
[(V1,¥2), V3, ) Viaa], Se infiere que T, (€) S [, (®)VEk. Por
consecuencia, I, (®) representa a los subgrupos totalmente
invariantes de €.

7.- Las series ® =T,(6) 2L(6G)2(®) 2 se
denomina Serie Central inferior.

IV. TEOREMAS.
Teorema 1.- T,,(®) = [(Tx(6), G].

Demostracion: Por Def. 4 (iii) se tiene (¥4, ..., Vi, Yi+1) =
(Y1, -» Vi), Yi+1) PO consiguiente y por nota 7, T4 (€) S
[ (®), (®) es irrelevante. Ademas por Def. 5 (i) y (ii) existen
las expansiones x = (ay,-,ar); v = (a,,a) Yz =
Aty (@1, Qg A1) (@, o+, A, ak_l:ak+1) =
(ap+1,1) =1, por Def. 5 (iv), lo que justifica que
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(A, > ), A ", Asr) € Ty (®), asi como el término
(aq, -+, ag, axy1)”. Ahora, con relacion a [(T(®), ®] infiero
gue se genera por los elementos (s;S;,:,Syt)|s; =
(@, a) V(ag, =, a )" = (s;,t) € Tiey1(®) por Def. 5 (i).

|
. Ik (®) . .
Corolario 1.- ————se localiza en el centro o punto medio
Tk+1(0)
e—%
Tpe1(®)

Consecuencia 2.- Se obtienen las siguientes definiciones:

Definicion 7.- D, =1 < D,(6) € D,(®) € - D;(®) <
Di+1(®) € -+, es una serie central superior para un grupo
arbitrario ®.

Definicion 8.- ©;,1(6) = Dg_flg) y ademés es el centro de
12
®

2.0 Ademas, el centro de un grupo es una caracteristica de
L

un subgrupo (aunque no como una invariante totalmente
general), asi que cada D; es una caracteristica subgrupal de ®.

DEfiniCién 9.- (6) = Al 2 A2 =2 A3 2 2 AT+1 =1 y

A; , ® . .
" ~ esta en el centro de — se denomina Serie Central.
i+1 i+1

que

Teorema 2.- (6) =A; 24, 2432+ 24,,;,=1 es
una Serie Central para ®. Entonces, 4; 2 I;(®)| i = 1,--,r +
1yA, 1, €D;(6)]j=01,-,r.

Aj

. G
esta en el centro de por Def. 9 de
i+1 Aj1

la Consecuencia 2, Corolario 1, tengo la pertenencia (4;, ®) <
Ai+1' AdeméS, Fl'+1((5) = (FL(®)!®) c (AL'! G')) c Ai+1'
Aplicando la induccién matematica se justifica qued; 2
I;(®) Vi. Ahora, si supongo que para algin i en A,,,_; S
D;(®), por Def. 8 de la consecuencia 2, Corolario 1. Como
. ® . g
consecuencia, 3 T = —— que es imagen homomdafica de U =

Di(®)
, (G ; .
o por Def. 3, con nucleo 2@ Como 2= est4 en el
Ary1-i r+1-j rH1-i
centro de U, de donde su imagen homoméorfica estd en I, se
debe localizar en el centro de I por Def 3, Def. 8, Def. 9

Demostracion:

Corolario 2.- En un grupo nilpotente € las series centrales
inferior y superior tienen ambas la misma longitud #. Si existe
una serie central finita de longitud ¢, tanto las series inferior
como superior tienen como maximo la longitud ¢. Si ambas
series se comparan entre si, se infiere que ninguna puede ser
mayor que la otra. De ahi que posean la misma longitud 4.

Definicion 10.- A este valor £ se le denomina clase del
grupo nilpotente.

Definicién 11.- Un grupo nilpotente de clase 1 es un grupo
Abeliano.

Teorema 3.- Si a un grupo ® lo generan los elementos
I'y(€ .
X1, , Xy, €NtONCES r"—((é,;) se genera por conmutadores simples
k+1
LYo yi)mod T.1(E)y en que los elementos del

segundo conjunto se escogen a partir de los elementos del

primer conjunto y no necesariamente pueden ser distintos.

Demostracién:  Por Def. 5 (i), Sea €=
(ay, -+, ax-1,ax) | a; € € un grupo conmutador. Entonces,
por dicha Definicién, tengo ((a, -, ars1), ax) A

(ay, -+, ax-1) € T—1(€)y por induccién matematica se hace
evidente que la estructura descrita no cambia, ya que todas las
formas pertenecen a I, (€). Al aplicar repetidamente el método
de induccién matematica distingo que el médulo Ty, (€), €
describe al producto conmutador, por Def. 5 (ii) y (iii).
[ |

Corolario 3.- Si r elementos de un conjunto generan al
conjunto ®, entonces [ (®)] - [Tx+1(€)]~1 se genera por al
menos r* elementos.

Definicion 12.- Si un grupo ® es nilpotente de clase c,
entonces todo conmutador (ay,-:-,ayxs,) €s la identidad:
Ademas, si (aq,+,a,+1) = 1, entonces ® en nilpotente de
clase ¢, cuando mucho y cuando cumple para toda a; € ®, este
conjunto ® posee la caracteristica nil- c.

Teorema 4.- Un grupo nilpotente finitamente generado es
supersolucionable.

Demostracién: Sea € nilpotente y ademas generado
finitamente. Su serie central inferior es:

C=TE)>LE) > >DI(6) oI,(G)=1. Ademas,
debido a que T.(®) es Abeliano y finitamente generado por
Def. 11 es por consiguiente, el producto directo de j grupos
ciclicos, por Def. 3. También se distingue que I'.(®) esta en el
centro de ® por lo que consecuentemente cualquier subgrupo
de él es normal en &, por Def. 8, Def. 9, Corolario 1, Teorema
2, Corolario 2. Como consecuencia, existe la cadena T.,; =
1c{a;}c{a,a,cc {a, a3+, a, = T.(0), siendo
todos subgrupos normales de € con la propiedad de que el
grupo factor de los grupos consecutivos es ciclico, por Def. 3.
Concluyendo en que se evidencia por Nocién 4 y Def. 1, una
serie para el conjunto € cuya propiedad definida para este
conjunto es la supersolubilidad. [

Definicion 12.- Si un grupo G es nilpotente de clase ,
entonces todo conmutador (aq,::-,ak.,) €s la identidad:
Ademas, si (aq,+,a,+1) = 1, entonces ® en nilpotente de
clase ¢, cuando mucho y cuando cumple para toda a; € ®, este
conjunto & posee la caracteristica nil- c.

V. CONCLUSION.

Este ha sido un breve estudio relacionado con la
importancia de las Series Centrales Inferiores y Superiores
dentro del contexto de los Grupos Nilpotentes y la
Supersolucionabilidad, como una base axiomatica previa a la
investigacion de la Teoria de los Grupos Nilpotentes, que
presenta 4 Teoremas que la describen, al Subgrupo de Frattini
de un Grupo con sus 3 Teoremas y finalmente a los Grupos
Supersolucionables con sus 8 Teoremas.
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Resumen- En este articulo se describe un algoritmo
denominado J2 para solucionar ecuaciones cuarticas con raices
reales o complejas a partir de una resolvente clbica propuesta
por Ferrari.
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Abstract- This article describes an algorithm called J2 to
solve quartic equations with real or complex roots using a cubic
solver proposed by Ferrari.
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. INTRODUCCION

Def. 1.- Una funcién f se le llama polinomio si f(x) =
ApxX™ + ap_1x" T+ -+ a,x? + ayx + ay donde n es un entero no
negativo y los nimeros ag, a4, ..., @, son constantes que se conocen
como coeficientes del polinomio [1].

Def. 2.- Sea P(x) un polinomio de la forma x* + ax3 +
bx? + cx + d con coeficientes reales se puede interpretar como una
ecuacion algebraica, llamada ecuacion cuartica, de la forma: [2]

x*+ax®+bx?+cx+d=0 €))
De tal manera que:
x*+axd=-bx?—cx—d

()

~ . a? ..
Entonces se puede afiadir sz en ambos lados de la ecuacion

(2) para factorizar su primer miembro:

2 a2

a
x‘*+ax3+7x2=—bx2—cx—d+—x2

(x2+%x)2=(az2—b>x2—cx—d

En 1540, Lodovico Ferrari [2] [3], quién fue discipulo de
Cardano [3] [4], abordé una idea fundamental en la resolucion de
ecuaciones cudrticas generales que reducen a trabajar con una
ecuacion cubica, donde Ferrari la resuelve por el método de su
maestro Cardano [2] [3].

3

C))

Con la intencion de obtener un cuadrado perfecto con una y
indeterminada se afiade a (4) en ambos miembros la expresion:

(x2+%x)y+yr (5)

(xz +%x)2+(x2 +Ex)y+y

Se reescribe (6):

2
2,4 N (2 2(1_) (12_>
(x +2x+2)— 7 b+yx+2ay clx+ 7Y d
(7

De la ecuacion (7), facilmente se observa una estructura
algebraica que se puede interpretar como el cuadrado de una
expresion lineal sx + t;s,t € R.

(sx +t)2=Ax2+Bx+C (8)
s?x? + 2stx +t2 = Ax?+Bx +C 9
De (9) se obtienen las relaciones:
s?=4 (10)
2st =B (11)
t?=cC (12)
Lo que implica que:
s=vVA (13)
t= 5 (14)
C2VA
Entonces de (10), (11) y (12) se satisface:
Ax?+Bx+C > B*—4AC =0 (15)
Por tanto, se relaciona (15) con (7):
Bay—c) —4(-b+y)(Err=d)=0 s
Sy —c 7 y\zY = (16)

y3 —by?+ (ac —4d)y + 4bd —a*d —c* =0 (17)

La ecuacién cubica (17) se llama resolvente de la ecuacion
cuartica (1) [2], la cual es la implemento Ferrari en 1545 [3]. Se
resuelve (17) para tomar el valor y de una raiz de ella, de preferencia
una raiz positiva.
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Il. DESCRIPCION DEL ALGORITMO J2

Teorema J2.- Existencia de un algoritmo para solucionar
ecuaciones cuarticas con raices R o C a partir de una resolvente
cubica.

Sea P(x) un polinomio de la forma x* + ax3 + bx? + cx +

d = 0 con coeficientes reales (Def.2) y una resolvente y* — by? +

(ac — 4d)y + 4bd — a?*d — ¢ = 0 (17). Entonces Jay, ay By, B €
a—6 at+d | 6

—_as e g2y ¥ G.p 2, ¥ 08
Rla; = -= b= At =5, at+s+

cond=+a?2+4(y—-b)AO=—-c+ %ay cuyas raices estan dadas
por:

Ay = —

¢{x1,2 =a;ty-P1eoP1=0:x,€ER
x1_2=alii\/ﬁ<—>ﬁl>0:-x1‘2€(c

llf{xu =a;t—Preopf<0x3,€ER

X34 =zt i\[B & By >0 x34 €C
(18)

Demostracion: Sea P(x) (Def.2) un polinomio de la forma
x*+ax3+bx?+cx+d=0|ab,c,d€R con f(xy) = f(x;) =
f(x3) = f(x,) = 0; entonces existe un algoritmo J2 (18), del cual
X1,2.3,4 S€aN soluciones de P(x) m.

Lema 1.- Independencia del Teorema J2.

Demostracion: Si se relacionan las ecuaciones (7) y (8) se
obtiene:

2

(sx+t)2 = <%—b+y>x2+(%ay—c)x+<%y2—d) (19)

Lo que implica:
2

(sx +t)? = (x2 + %x + %) (20)

Entonces se divide (20) en dos ecuaciones cuadraticas:

y

sxtt=x24ox+l 21

B 27 2

ex—p=x2 Y
sx—t x+2x+2 (22)

Se reescribe la ecuacion (21):
a

x2+§x—sx+§—t=0 (23)

2, (2_ Y_\_
x +(2 s)x+(2 t)—O (24)

La ecuacion (24) se trata de una ecuacion cuadratica [5] donde
se aplica el Teorema J1 [5] [6] obteniendo:

G ez

== 7 (25)
Al sustituir (13) en (25):
a—2vA
@ =——f (26)
2
a-2]7—b+y
a = — 4 (27)

a—+a?+4(y—b)

a == 4 (28)
También se obtiene:
y
— 2 Z
pr=—a+(5-¢) (29)
Al sustituir (14) en (29):
y B
=+ (3-—) 30
1
c+say
Br=—a? 4+l (31)
2 Jaz+4(y-b)
Se reescribe la ecuacion (22):
2, 2 Y .
x +§x+sx+5+t—0 (32)
2, (% Y —
x +(2+s)x+(2+t)—0 (33)

La ecuacion (33) al tratarse de una ecuacién cuadratica se
aplica el Teorema J1 [5] [6] obteniendo:

_(%"'5) _a+2s

a = 2 = 4 (34
Al sustituir (13) en (34):
+ 2VA
aZ = _Q (35)
4
2
a+?2 ,aT -b+y
W =—————"(f (36)
a+a*+4(y—-»b

@ = — V (y—b) (37)

4

También se obtiene:

y

_ 2 4
B, = —a +(2+t) (38)

Al sustituir (14) en (38):
y
=—a®+ (— + ) 39
B AN (39)
1
ct+say
Br=—a?+3+ Z (40)
2 Jaz+4(y-b)

Se observa que en (28), (31), (37) y (40) se pueden hacer las
siguientes sustituciones estratégicamente:

§=+a?+4(y—Db); ER 41
1
9=—c+§ay;9€]R (42)
Por tal motivo se obtienen las ecuaciones:
a—9o6
= - 4
a, 7] (43)
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_ 2.0
pr=-a+35-5 (44)
_ a+6 45
a, 4 ( )

_ 2. Y. 0
pr=—a*+5+5 (46)

Y se sustituyen en (18): [5] [6]

xi’jzai ;—ﬁ(—)ﬁSO.’.xi,jER (47)
xi,jZaii\/E(_)ﬁ>O"'xl',jE(C (48)

Lo que al resolver de manera separada (a4,81) Y (@3, ;) se
obtienen las cuatro raices buscadas de (1)m.

Proposicion 1.- Consistencia del Teorema J2 (18).

Sea P(x) un polinomio de la forma x* + ax® + bx? + cx +
d = 0 con coeficientes reales (Def.2) y una resolvente y3 — by? +
(ac —4d)y + 4bd — a?d — c? = 0 , por Def. 2, es consistente
porque x* + ax3 + bx? + cx + d = 0 > resolvente -

¢{x1,2 =a; PP =0 x, ER_)

a—=6 (-10) -2
a, = — = —

4 4
a; =3
__ 2.y 9 2 115
By = a+2 5= 3) > >
Br=-1
_a+s _ (-10)+2
Q=TT T 4
Ol2=2
g2y Y O 11 S
Br = att+sto= (2)+2+2
B, =-1

Xgp=0 B Ph=<0:x,€ER
Xip=a;+[-p=3+V1i=3+1

Xza =0yt PP <0x3, €ER
X34 =y = B, =2+V1I=2+1

xllz =a1il\/E‘_)ﬂ1 >0-‘-x1'2 eC
" {x3,4 =ayt PP <0:x3,€R _){x1,2,3,4 ER X34 = (1,3}
X34 =0 Ei\/Br o B2>0x3,€C X1234 € C
Ejemplo 2.-
Demostracion: Por el operador Booleano légico AND [7] se x*—5x24+4=0
puede definir P(x) = M, el algoritmo J2 (18) como Py las raices
X12.3,4 COMO Q [53 tesis]. Si P(x) — algoritmo — x5 3 4 entonces Resolvente
cumple: y3 —by?+ (ac —4d)y + 4bd — a’*d — c?> =0
y3+5y?2—16y—80=0
M|P|Q M [P | MAP y =4
0[0]O0 F|F F
0[1]0 FlV F §=+a?+4(y—b)
110]0 V | F F §=6
1]11]1 VIiV]| V
- . 1
Fig. 1.- Tabla de operador AND [7]. 0= —c +§ay
Y por tanto, se cumple su consistenciam. 6=
a—6 3
al = - = -
[11. APLICACION 4 2
A continuacion se resuelven algunos ejemplos donde se aplica , ¥y 0 1
el algoritmo J2 (48). py=—a°+ 57371
Ejemplo 1.- a+6 3
x*—10x3+35x2 —50x +24 =0 Q== =75
Resolvente y 0 1

y3 —by? + (ac — 4d)y + 4bd —a?d — c?* =0
y3 — 352 + 404y — 1540 = 0

y=11 X1’2=a1i\/_B1Hﬁ1SO"'x1.ZE]R

6 =+a*+4(y—b)

§ =/(=10)2 + 4(11 — 35)

6=2
xlz_{l'z}
6’=—c+%ay
1 Xza=0yt =B fr<0:x3,€ER
6 = —(=50) + (~10)(11) N
6=-5 Xga=pty—fp=—5% |7=—c%7
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X34 ={—1,-2}

Ejemplo 3.-
x*+4x-1=0

Resolvente
y3 —by? + (ac —4d)y + 4bd —a?d —c?2 =0
y3 +4y—-16=0

y=2
§=+a?+4(y-Db)
§=2v2
6= +1
=—c an
0=—4
a—6_\/§
NETTET
6 1+2V2
ﬁl——a2+z——= V2
2 6 2
_ a+6_ V2
Q=TT
6 1-2v2
[32__a2+z 5
265 2

Xip=a;tiBr o p>0x,€C

V2 [1+2v2
xLz:alJ_ri\/_:?ii —

+,1+2x/7x/5 1+2v2
2 "2 2 T 2

Xza=0yt =B Pfr<0:x3,ER

V2 1-2V2
X34 = A3 i\/_ﬂzz_Ti T2

_) vz 1= V2 1-2v2
4= 2 T2 2

1V. CONCLUSION

El Algoritmo J2 (18) es una alternativa que se puede utilizar
en la resolucion de ecuaciones cuarticas o de cuarto grado [2] con la
ventaja que sus raices estan definidas tanto en los nimeros reales
X123, € R como en los nimeros complejos x; , 34 € C. Se observa
que los B (44) (46) juegan un rol muy importante, ya que
dependiendo de su valor es como se va a definir el comportamiento
de sus raices (18).

Se observa que en la ecuacidon cubica resolvente (17)
propuesta por Ferrari [2] [3], se puede resolver por el método de
preferencia o de acuerdo a la dificultad de la ecuacién mencionada
sin poner en riesgo los resultados finales, ademas, se sugiere el uso
de la raiz positiva mayor para que a partir de (41) y (42) las
operaciones no se realicen con NUMerosos pasos.
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Resumen- El presente articulo propone el disefio de un modelo
matematico que permita predecir el nimero de manchas solares
hasta el afio 2060 mediante machine learning utilizando un
conjunto de datos estadisticos histdricos para su entrenamiento
con la técnica de prediccién de series de tiempo ARIMA en para
su posterior programacion y pruebas en lenguaje Python.
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Abstract- This article paper proposes the design of a
mathematical model to predict the number of sunspots up to the
year 2060 by machine learning using a set of historical statistical
data for training with the ARIMA time series prediction
technique with a programming and testing using Python
language.
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l. INTRODUCCION

El sol era considerado por varias culturas como un dios
debido a la importancia que tiene el mismo en la existencia de
la vida orgénica; incluso actualmente es dependiente del Sol
toda la tecnologia de energia basada en sistemas artificiales
fotovoltaicos como los satélites; e incluso en la hipotética
existencia de organismos rob6ticos autbnomos extraterrestres
requeririan de las condiciones de temperatura para poder
llevar a cabo operaciones cinéticas o la dependencia
gravitatoria.

Las manchas solares son areas donde en ocasiones el
campo magnético es 2,500 veces mayor al de la Tierra[1]; lo
gue provoca un incremento en la presion magnética, un
decremento en la presién atmosférica alrededor de éste y por
lo tanto un decremento en la temperatura en relacién con su
entorno debido a que la concentracion del campo magnético
inhibe el flujo de gas nuevo y provoca que se caliente desde el
interior del Sol hacia su superficie[2].

Las manchas solares suelen formarse en parejas cuyos
campos magnéticos apuntan en direcciones opuestas; una
mancha solar normal y su tamafio promedio es
aproximadamente el mismo que el de la Tierra[3].

Las estadistica en observacion de manchas solares
comenzd en Observatorio de Zurich en 1749 y el
descubrimiento de que el sol presentaba un comportamiento
ciclico fue descubierto por Heinrich Schwabe en 1843;
confirmando el descubrimiento Rudolf Wolf y estableciendo
una periodicidad en 11 afios[4].

Autores como Hathaway y Reichmann[5] han intentado
relacionar el ciclo en las manchas solares con las
perturbaciones magnéticas de la atmdsfera terrestre que
generarian fendmenos ciclicos en la Tierra como son el
aumento o decremento de temperatura, lluvia, sequia,
longitud del dia, carbono 14, crecimiento en los anillos de los
arboles y otros mas como los conflictos histéricos en la
humanidad[6][7].

Los ciclos solares se estiman segun diversos autores en un
periodo de 9 a 13 afios con una media de 11 afios con maximos
y minimos|[8].

Consecuencia de los efectos climaticos que pueden
ocasionar las manchas solares y el campo magnético es la
afectacion de la tecnologia humana (disefiada para trabajar
s6lo bajo las condiciones estandar de la Tierra); sobre todo las
susceptibles a los pulsos electromagnéticos (PEM)[9][4] como
la electrdnica de silicio o la que depende del estado de la
ionosfera como las comunicaciones basadas en satélites,
GSM/GPRSM entre otros y los servicios front-end
dependientes.

El calculo de la prediccion de fendmenos naturales
modelados como sistemas dinamicos basado en modelos
matematicos es muy extenso y se puede mencionar como
punto medular a Birkhoff [10] con la teoria topoldgica y la
teoria ergodica[11]; ésta ultima para estudiar las propiedades
en el comportamiento de las medias temporales en funciones
durante el tiempo en un sistema dinamico, proponiendo que
las ecuaciones que producen la dinamica de comportamiento
se encuentran filtradas de ruido, por lo que la ergodicidad[10]
implica que un punto habré estado en todas las partes de un
espacio sobre el que se mueve el sistema mediante una
trayectoria uniforme, unidireccional y aleatoria, por lo que se
puede predecir el comportamiento promedio del sistema a
través del analisis de una muestra aleatoria grande que sea
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representativa de las propiedades estadisticas promedio del
proceso de la trayectoria del punto. La teoria ergddica[10], al
igual que la teoria de la probabilidad se basa en nociones
generales de la teoria de la medida[12]. Su desarrollo inicial
estuvo motivado por problemas de fisica estadistica; sobre esta
divisién se han incorporado recientemente las teorias de
grupos de transformacién topoldgicos y de estabilidad
estructural dentro del marco de la topologia diferencial [13]
y se ha extendido en modelos de blsqueda y modelos de caos
ergddico[14][15].

Todos los modelos anteriores serian demasiado complejos
de comprobar sin el uso de cdémputo automético y la
programacion de métodos numéricos con el uso de machine
learning aplicado a series temporales que permite iterar
distintas combinaciones y su comparacion para realizar una
aproximacion basada en heuristica aplicando el uso de medias
moviles con capacidad de regresion automatica para lograr un
aprendizaje y lograr sistemas que puedan predecir con mayor
certeza un fenémeno basado en el comportamiento histérico
de las sefiales que marcan los ciclos de tiempo.

Il. METODOLOGIA

Se utilizara la metodologia de desarrollo réapido de
aplicaciones o RAD (Rapid Application Development)[7] la
cual es una de los més utilizadas actualmente.

Las fases de desarrollo del sistema utilizando la
metodologia del sistema RAD fueron el analisis de
requerimientos del sistema para disefiar un prototipo; siendo
el modelo y algoritmo en un ciclo iterativo de versiones
sometidas a pruebas hasta lograr las funciones requeridas para
ser implementado partiendo de los valores del presente hasta
el afio 2060 del nimero de manchas solares, la construccion
del modelo ARIMA[17], su demostracion y constante
refinamiento  hasta que sea estable y lograr pruebas de
simulacion en el lenguaje Python mediante Anaconda-Spyder.

I1l. MODELOS ESTACIONALES Y FUNCIONES DE PREDICCION.

A) Series de tiempo

Una serie de tiempo es: a series of observations xt,
observed over a period of time [19]. Las observaciones son
durante un intervalo y muestreadas aleatoriamente mediante
distintas técnicas en un intervalo o en momentos de tiempo t.

Las observaciones en momentos de tiempo t deben ser
equidistantes y determinadas, en el caso de los datos histdricos
de las manchas solares seran un promedio mensual de modo
que:

{xt:t € 7} ‘(Z ={..,012,..}.

Una serie de tiempo es distinta a una estadistica clésica en
la existencia de una dependencia en las observaciones [19] lo
cual permite obtener predicciones y patrones.

Filtrar una serie de tiempo es el proceso de transformacion
de los datos para resaltar algunas caracteristicas o eliminar las
no deseadas para su fécil analisis [17].

Sea {X'} una serie de tiempo y {Y*} su transformacion
donde {k;} son los pesos la transformacion es:

Yt = Z;O:O tht—j

En las series de tiempo el objetivo principal es comprender
y modelar la relacién entre las observaciones en donde y; es la
media subyacente y &, son los residuos (errores)[20] que la
media no puede explicar o bien E[Y;] = u, de modo que:

Y= pte

Los represores en las series de tiempo son variables
exogenas [21].

Por lo general los son generados utilizando un modelo
paramétrico siendo este un modelo en el que se supone que se
conocen todos los parametros [22].

B) Estacionalidad en las series de tiempo:

La estacionalidad es una caracteristica de una serie
temporal en la que los datos experimentan cambios regulares y
predecibles que se repiten cada afio. Toda fluctuacion o pauta
previsible que se repite a lo largo de un afio se considera
estacional[23].

Se dice que una serie de tiempo es estacionaria si su media
y la varianza son constantes a lo largo del tiempo[17]. Para un
proceso multivariante, la estacionalidad de una serie temporal
y; cumple si E[ y/]=[ ] es un vector de constantes donde:

ye=[ VI-[H] @)

C)Modelo Vector Auto Regresivo (VAR)

El modelo vectorial auto regresivo (VAR) [23]es un modelo
dindmico multivariantes de series temporales independiente
gue consiste en construir una ecuacién que hace de cada
variable enddgena genere una funcién de sus propios valores
anteriores y de los valores anteriores de todas las demas
variables enddgenas.

Un modelo vectorial auto regresivo estable p rezagado
[VAR(p)] tiene las siguientes caracteristicas[23]:

Ve = G1YVeo1 + P1Yep + o0+ ¢th—p +& ‘t: 0,+1,%+2..
(2

Donde y, = (y1¢,..Vke..) €S un vector (k x 1) de series
de tiempo variable, ¢; las matrices de coeficientes fijos
(k x k), un proceso de ruido blanco &; = (& ... &)'€S un
vector aleatorio continuo que satisface E(g;) = 0,E(e; - ') =
Y.y aE(e € )=0| s#te(k x 1) denominado también como
proceso de cambio[21] o innovacion[23].

D)Proceso estocastico lineal estacionario

Un proceso estocastico lineal estacionario que carece de
componentes deterministicos univariantes para un proceso de
series temporales vectoriales estables puramente no
deterministas[23] justificado mediante el método de
coeficientes indeterminados[21], de modo que sea un proceso
autorregresivo vectorial finito de orden p [VAR(p)]
representado como un proceso de media movil vectorial
infinito (VEMA) de acuerdo con el teorema de descomposicién
de Wold (W)[24] como cualquier modelo estacionario
discreto puede representarse a partir de esta descomposicion en

donde si {Y;} es un proceso estacionario no determinista

con vector de media i; entonces 7{ — [i puede representarse
como una combinacion lineal de vectores de retraso ponderado
de ruido blanco siendo:
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Yo—f=&+Y &1 +p &5 +

= S0t By [Wo =1 )
Seay; = 7; — [i el modelo de Wold [24](W,) denotado como:

W, =y=3Y20, &, =9(B) & (@)

Donde:

W(B) = X521 B/ es una matriz (k x k) como B/E; = &._;.
¥¢ es un vector aleatorio (k x 1).

E son matrices (k x k) de coeficientes fijos.

&, es un vector (k x 1) de ruido blanco con retardo j.

&, es un proceso de ruido blanco k-dimensional[24] de
cambio o innovacion[23].

E) Predictibilidad

Sea et un vector de ruido blanco; el modelo Vector Moving
Average Model (VEMA) de orden q es un proceso de media
movil vectorial para series de tiempo {y.} denotado como
VEMA(q) que puede representarse como[20]:

Ve=E Y1 Er P B
Pudiendo reescribirse como:

3®) = (7, @]+ [55-52] + [7-57]) =
Z?:llp] : (BJ) : 1!’] | 1/)] =1 (5)

Mientras que el modelo VEMA(q) (5) es finito el modelo
de Wold [24] (4) es infinito[19].

Vector Autoregressive Model (VAM) de orden p es un
proceso de media movil que puede ser representada como:

VAR(p) estacionaria similar a (2)[20]:

Ve = Q1Y + G1YVep + 0+ bpYVep T &
=" 8V 3 =1 6)

Utilizando (3),(4) y (5) se obtiene:
=>¢(B) V=% ©

 =sy= B Ell§ B =
(T —[¢r- B)] - [¢1 - B?| - [¢r - B"] By, =¥k (8)

La expresion (8) describe que un proceso VAR(p) puede
representarse como un proceso VEMA(q) infinito[19].

El modelo de Wold[24] (W,) indica que cualquier proceso
estacionario puede representarse como una combinacion lineal
de procesos de ruido blanco vectorial con retardo[24].

Teniendo un proceso estacionario VAR(p) representado
como (6) que da lugar a la ecuacién (7).

A partir de la ecuacion (7) se puede escribir:

=) ¥ = $(B) Y(B) & ;
EB®YE) _ 7
2

©)

Utilizando(5) se obtiene:

Y(B) =X, %, B)=¢ BT, ¥ -B)=1=
[ (B) = bz (B>) = — (- BP9, -
BH=1 (10)

Por lo que con un VAR(p) y ﬁs (/=0,1,3,...) pueden
obtenerse facilmente igualando los coeficientes de potencias
similares de Bs en ambos lados de (10).

Dado que los E s son la matriz de coeficientes del modelo

multivariante VAR(p); los E s pueden obtenerse facilmente
por el método de los coeficientes indeterminados.

Estos s son los coeficientes de un proceso VEMA
infinito representado como:

VE=E+ U G+ Uy Eg 4o (11)

Esto significa que un proceso VAR(p) puede convertirse en

un proceso VEMA infinito que no es otra cosa que la
representacion W; (3)(4)[23].

F) Pronostico insesgado
Definicién 1
Sea:
Pe: Pendiente de prediccion exacta.
Lr: Linea regresiva.
R: Realizaciones
R: Realizacién promedio
P: Predicciones
'P: Prediccion promedio
Pc: Prediccion promedio corregida
E: Punto medio

Ec: Punto medio corregido

Ep: Error de la pendiente

De a acuerdo con Mincer y Zarnowitz: “Un prondstico es
insesgado si el punto de prediccion se encuentra sobre Pe; es
decir que E(P) = E(A). Ladiferencia E(A) — E(P) = E(u)
mide la magnitud del sesgo. ..la insesgadez es una
caracteristica deseable en un pronéstico pero no implica
exactitud el mismo"[25].

Por lo anterior la importancia de que los modelos cuenten
con la caracteristica de la insesgadez. La figura 1 describe la
relacion de las variables anteriores respecto pronéstico de
insesgado.

Definicion 2.

Sea t el origen de un prondstico temporal y [ el tiempo de
espera (lag)[23]. El prondstico se centra en encontrar un vector
Ye+11(1 = 1) cuando se encuentre en el tiempo t.

Utilizando (11) se puede obtener el valor a pronosticar
pudiendo definirse como:

Sea €, un vector de ruido blancoy E|g;| = 0; y,;

(12)

Verr = Eq1 + W1 &g W - &y p +
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Fig 1. Diagrama Prediccion-Realizacion

Y su mejor prediccion y,y sera:

5/\!:([) = E[St+h|ﬁlyt_1, ] =

Ul B+ Wy B+ Uy B+ (19)
- 70 =320 5, (14)

Demostracién del pronostico insesgado

La demostracion del prondstico insesgado se basa en el
hecho de que un proceso VAR estacionario puede representarse
como un proceso VEMA infinito.

Dado que y,,; ; 7: (1) son combinaciones lineales de /s y
£.(D[19]; la prediccion del error para el lag [ también sera una
combinacion lineal €/s; es decir:

g§D) =€+ Uy Emg W Egip + o H Wiy En
(15)

Utilizando (12) (13) la media aritmética de la prediccidn es:

E [(J’t+z Yt(l)) (yt+l Yt(l)) ] Zs + L|J1 Zs lIJ +
llJz Z llJ + - +‘I»'l 1 Zs lIJl 1+ 252 0[(¢l+1 L|J1+])‘
Qe (lpl+] - Lljl+]) ] (16)

Lo anterior es simplificado mediante y,_;, — {7, ,. Dado

que la varianza del error de prediccion ha alcanzado el minimo;
entonces el lag [ sera:

Verl = Eeal T Uy - Et4i-1 Ty Wy
+ llj &+ (UPRETIRE o VPR
= Y1 = &) + 7: D[ (D] = Om. 7

Es decir la prediccion (17) es de prondstico es insesgado.

I\VV. MODELO ESTACIONAL CON FUNCION DE PREDICCION

MEDIA MOVIL AUTORREGRESIVA INTEGRADA (ARIMA).

Definicion 3

Sea un polinomio de convergencia infinita q_}(l) =1+
U (D + U (D2 + sobre los operadores anteriormente
descritos lag [y el vector estocéstico de ruido blanco &/,
utilizando el modelo de Wold [24]descrito en (3) y (4); un
proceso estocastico estacionario lineal sin componentes
deterministicos E’ puede ser descrito como:

X =00 & (18)

Definicion 4:

Los parametros p, g, d de los modelos siguientes se definen
del siguiente modo:

p: EI nlmero de observaciones precedentes [17]con retardo
(lag) I [17]incluidas en el modelo[17]. Utilizando técnicas en
la base de datos en Python como la prueba de la raiz unitaria
Adfuller (Augmented Dickey—Fuller) o ADF [26] se puede
saber si el modelo de la serie temporal es estacionario o no[17].
Dado que una hipétesis nula asume la presencia de una raiz
unitaria; es decir un a« =1. El valor p o términos auto
regresivos (AR) a obtener debera ser superior al nivel de
significacion (p > 0.05) para que sea estacionaria la serie.
Python también cuenta con el grafico PACF que realiza la
Funcion de Auto Correlacion Parcial entre la serie temporal y
su retardo (lag) ! para encontrar los [ innecesarios en la
AR[17]; por lo que una correlacion significativa en una serie
temporal estacionaria se modela incorporando el orden de los
términos AR para ser igual a los [ que pueden cruzar la zona
del grafico con significancia[17].

d: El nimero de veces que las observaciones brutas son
diferenciadas (grado de diferencia)[17], con lo cual técnicas
iterativas de programacion permitiran desarrollar de forma
automatizada su valor.

El valor d debe lograr que la serie de tiempo de vuelva
estacionaria[17]; mientras que en una diferenciacion de primer
orden puede existir menos ruido y conforme se va
diferenciando en siguientes érdenes puede haber un aumento
en el ruido[19]; Python proporciona mediante Pandas el
comando .diff() para su realizacion.

q: El tamafio de la ventana de la media mévil (orden de
media movil)[17]; siendo g el nimero de errores de retraso
(lag) L en la ecuacion de prediccion[17]. Para averiguar el
valor de g se puede utilizar una auto correlacion que indica
cuanta media movil se requiere para eliminar la
autocorrelacién de la serie temporal estacionaria como la
gréafica de Funcion de Auto Correlacion ACF [22] en Python.

Definicion 5

Aproximando el polinomio mediante la razén de dos
polinomios de orden finito se obtiene la representacion
denominada Media Mdvil Autorregresiva o Auto Regressive
Moving Average (ARMA) [17] compuesta por el mddulo
Regresion automatica (AR) [17] siendo un modelo que muestra
una variable que permite retroceder a sus valores anteriores y
un mddulo de Promedio mévil (MA) [17] que contiene la
dependencia entre una observacién respecto a un error residual
de un modelo de media mévil con el parametro (q) descrito
anteriormente en observaciones con lag [[17]. Descrita
como[17]:
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¢ -Re =00 - VD = [pD] - D) (19)
Definicion 6
Sea E=1—1 el operador de diferencia regular

estacional,f; = 1 — [° el operador de la diferencia estacional
de la serie, y fi el vector de un polinomio del tiempo de orden
finito m — 1[17].

Si a la serie estacionaria s a trabajar E se le aplica el
modelo W, [24] (3) y (4) de forma W, = E - E; - R, — ji(¢t); el
modelo resultante de X, es la Media Mévil Autorregresiva
Integrada o Auto Regressive Integrated Moving Average
(ARIMA) [17] que incluye los médulos AR y MA
anteriores[17]; incorporando un médulo Integrado (I) que
representa la diferenciacion con el parametro (d) [17] descrito
anteriormente de las observaciones no procesadas, logrando la
estacionariedad de la serie temporal mediante el remplazo de
la diferencia entre los valores de los datos y los valores
anteriores de los datos. [17] EI modelo ARIMA se describe
como[17]:

(6o - 2,0) - (B Es - R = ii(®)) = 0,0 - Bo (1) - &
| deZ; m = 1 & ji = p (constante). (20)

Asi mismo[17] ¢, (D) = ¢,(D) - ®,(*) -E4-E; r=p +
d+s(1+P)0n(D) =0, B’ p=q+s-Q;c=
¢, (D) - @,(1°) - fi(h); la prediccion m desde un tiempo de
origen t viene dada por:

Re(h) = By o R(h =D + 55167 - En, + ¢ (21)

Coincidiendo las predicciones x_{(h— i) con los valores
observados cuando el horizonte es negativo; asi mismo las
perturbaciones son nulas si h > j e idénticas a los valores
estimados si j > h. Para h > p la parte Movil Autorregresiva
(MA) [17] del modelo no tendra efecto en el pronéstico[17].

Asi mismo para un horizonte temporal lejano se puede
obtener una funcion de prondstico eventual[17]:

Ri(W) =, Re(h=D 4+, R(h=1)+c (22)

Teorema 1:

Solucion general de la funcién de prediccién ARIMA.

Sea U () =1+9P,;(1)+ -+ Pe(D¥ un vector que
describe un polinomio finito en el operador lag [ factorizable
en: () = P()- QW IP(D,QDIP.QEp=p 1.

Ademés: 3Z, =p, +q; | P() -p. = Q) - q. = 0.

Demostracién de la funcion de prediccion ARIMA:

Al utilizar conmutatividad de los operadores de la ecuacién
(18); ésta permitio dar solucion Al modelo ARIMA[17] (20) y
ser condicidn suficiente siendo:

B(B)-Q(B)-Z,=F(B)-Q(B)- (o, + ) =

G(B)-P(B) -p;+(P(B)-Q(B)-q;) =0 (23)

La demostracién de que la condicion es necesaria parte de
que cualquier solucion de la ecuacion (18) puede escribirse
como en la ecuacion modelo ARIMA[17] (20). Mediante el
teorema de Bezout [27]se pueden obtener dos polinomios

Wy Wy:

P(B);dB)ep=p-1=3(T,(B);T2(B)))
Siendo:

1= (TiB) - P®) + (T2(B) - 4(B))
~ Z, = (T,(B)-P(B) - Z;) + (T,(B) - 4(B) - Z;)

Obteniendo para cada uno de los componentes:

T.(B) - P(B) - Z, =7q; (24)
T,(B)-Q(B)-Z, =, (25)
" Zi=q+D; (26)

Multiplicando (24) y (25) por los polinomios P(B)y G (B)
respectivamente se obtiene:

Q(B)-q;=T,(B)-B(B)-Q(B)-Z, =0  (27)
P(B) -9, =T,(B)-P(B)-Q(B) - Z, = Om (28)

(27) y (28) demuestran que cualquier solucion puede ser
escrita de forma del modelo ARIMA [17] (20) y (21) descrita
en el teorema 1.

Corolario:
&~ Zy =q'c +p’r entérminos de la ecuacion (21) seré:

a:.=(TB)-PB) - q:)+ (B 0B q;)=

Ty(B)-P(B)-q: =T,(B)-P(B)- (q: +1")
=T,(B) - P(B) - (q; + )
=T,(B)-P(B) - q;

=(1-T,B)-0B) ¢ =q)

Similarmente queda demostrado que p, es idéntico a p_;

V. ALGORITMO DE PREDICTIBILIDAD DE MANCHAS SOLARES
BASADO EN MACHINE LEARNING MEDIANTE ESTACIONALIDAD
EN SERIES DE TIEMPO ARIMA. .

Utilizando el modelo ARIMA [17] (20) y los componentes
definidos en la seccion anterior se puede desarrollar un
algoritmo a programar utilizando las funciones, gréaficos y
modulos proporcionados por Python.

A) Dataset.

La base de datos (dataset) cuenta con 3299 registros en
formato .csv de trabajo se basa en la informacion
proporcionada por el World Data Center WDC-SILSO Royal
Observatory of Belgium en su sitio
https://www.sidc.be/SILSO/INFO/ [24] como se muestra en la
figura 2.
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SILS0 graphics (Rttp:/fsidc.befsilsa) Royal Observatory of Relgium 2023 December |
Fig 2. Gréfica histérica del promedio anual de manchas solares desde 1749 y
nimero mensual de manchas solares a 13 meses (azul). La gréfica describe
desde enero de 1700 hasta diciembre de 2023. Fuente: World Data Center
WDC-SILSO Royal Observatory of Belgium.

B) Machine learning

El “machine learning” (aprendizaje maquina) es un
término creado por Arthur Samuel en 1959 el cudl lo describe
como: "Field of study that gives computers the ability to learn
without being explicitly programmed"[29]; asi mismo Tom
Mitchell la define como: “A computer program is said to
learn from experience E with respect to some class of tasks T
and performance mesaure P, if its performance at task in T,
as measured by P, improves with experience E”[30].

Por lo que un sistema inteligente con machine learning
(ML) cuya tarea T es la generacién de una correcta serie de
tiempo mediante el modelo ARIMA (20) con un sistema de
retroalimentacion intentaria formar la serie de tiempo
fallando.

“...pero aproximandose en cada intento obteniendo una
experiencia E respecto a cada intento que es almacenado
como datos en la memoria; el desempefio P es evaluado con
el resultado deseado incrementandose en cada intento
aproximandose cada vez mas al maximo desempefio al repetir
latarea T n veces; por lo que al incrementar la experiencia
E, también sera el desempefio P, logrando una mayor
precision ante la tarea T ’[31].

Los algoritmos de entrenamiento supervisados requieren
el uso de un patron de comportamiento (serie de tiempo)[32]
adecuado en presencia de entradas especificas. Ejemplos de
entrenamiento supervisado son el perceptron[33] y delta[34].

Basado en lo anterior se utilizara la informacion historica
recolectada de manchas solares aplicando a un subconjunto
de 2969 que equivalen al 89.996% de datos totales para el
proceso de entrenamiento y el subconjunto de 330 datos que
equivalen al 10.003% restante para una validacién
adecuada[32].

Como se puede observar en la figura 2 del WDC-SILSO
[28] se puede encontrar que si cuenta con una estacionalidad
entre 9 a 13 afios con maximos y minimos con registros como
el de 1958 o minimos como el periodo de 1645 a 1715.

Scikit-learn es una libreria para Machine Learning que
incluye algoritmos de aprendizaje como evaluacidn,
diagnostico, validaciones cruzadas, clasificacion, extraccion
de caracteristicas, regresiones, agrupaciones, reduccion de
dimensiones, seleccién de modelos y preprocesamiento.

Statsmodels es otra libreria centrada en modelos
estadisticos para andlisis predictivos y exploracion;

especificamente se utilizara la técnica de suavizado
exponencial Holt-Winters [36]con tendencia y componente
estacional aditivo para un entrenamiento por estimacion
recursivo a partir de la serie de tiempo historica mediante el
analisis de la tendencia y la constante estacional
multiplicativa de 9-13 afios como se observé anteriormente.

Por altimo para evaluar el rendimiento del modelo se
utilizard la libreria Sklearn-metrics.

El aprendizaje y el modelo ARIMA(20)[17] en conjunto
con las técnicas de seleccion de valores intentara predecir el
comportamiento al menos al afio 2060; ya que Newton habia
vaticinado ese afio como el fin de los tiempos.

C) Algoritmo de predictibilidad de manchas solares.

El algoritmo es descrito en el diagrama de flujo de la
figura 3.

Se comienza con la declaracion de variables de trabajo
descritas en la definiciéon 4 p,q,d entre otras para el modelo
ARIMA (20)[17] y las librerias descritas anteriormente:
Tsaplots, Pandas, Numpy, Seaborn, Arima.model, Holtwinters
y Adfuller.

Se prosigue a la carga del dataset histérico de las manchas
solares en extension .csv segmentado previamente en la parte
proporcional de entrenamiento y la de pruebas como se
describio anteriormente.

Posteriormente se procede a realizar una descomposicion
estacional y de tendencia para conocer las caracteristicas y
adaptar el sistema.

Se desfasa la serie temporal comenzando con la
sustraccion de la linea de mejor ajuste de la serie temporal
mediante la resta del componente de tendencia obtenido de la
descomposicion de la serie temporal, posteriormente se restar
la mediay se aplica el filtro Baxter-King [35] para eliminar las
lineas de tendencia de la media mévil (q) cargando los valores
p=0,q=0,d=0.

Posteriormente se procede a realizar la prueba ADF descrita
anteriormente y revisar en las estadisticas si es un valor mayor
a 0.05 para ser cargado en p al ser estacionaria la serie; 0 en su
contrario proceder a convertir en estacionaria la serie.

En caso de no ser estacionaria se utilizara la técnica de
diferenciacion cargando la variable de en cada intento, tomar
el log de la serie y la raiz enésima de la serie en caso de no
lograr diferenciarse; como se describid anteriormente.

En caso de si ser estacionaria se aplicaran tests de
estacionalidad de la serie temporal ACF para (q) y PACF (p);
como se describié anteriormente. En caso de no contar con
estacionalidad en alguna variable se volvera a la técnica de
estacionalizacion.

Se actualizaran los valores p,d y q del modelo
ARIMA(20)[17].

Se procederé a realizar un entrenamiento por suavizado
exponencial Holt-Winters[36] con tendencia y componente
estacional aditivo con constante estacional multiplicativa;
como se describi6 anteriormente.

Deberd existir un decremento en el nuevo valor de
RSS2; de lo contrario se volverd a realizar pruebas de
estacionalidad.

Si es correcto todo lo anterior se procede a realizar la
prediccion y sus gréficas.

En cada modulo se procede a la generacion de
estadisticas.
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seaborn; numpy;pandas;
matplotlib;tsa.arima.model:

statsmodels.graphics.tsapiots
statsmodels.tsa.holtwinters

Librerias:

tsa.stattools.adfuller

v

Llamar al dataset.csv

Y

Realizar una descomposicit
estacional y de tendencia.

Desfasar la serie temporal:

Restar la linea de mejor ajuste de la

serie temporal. Restar el
componente de tendencia obtenido
de la descomposicidh de la serie

filtro Baxter-King para eliminar las
lineas de tendencia de la media
méil (q); p=0,q=0,d=0

temporal. Restar la media. Aplicamos

|

Imprimir estadisticas

Realizar test ADF

Imprimir estadisticas

p>0.05

Si

Realizar tests de estacionalidad de
la serie temporal ACF (q) /PACF (p)

”

»|No estacionario

v

Imprimir estadisticas

S

Actualizar valores p,q,d

A

Construir el modelo AR + | + MA

¥

Entrenamiento por suavizado
exponencial Holf-Winters con
tendencia y componente estacional
aditivo con constante estacional
multiplicativa

Si

Imprimir estadisticas

Generar prediccidn

Graficar prediccih

Fig 3. Algoritmo de predictibilidad de manchas solares basado en machine
learning mediante estacionalidad en series de tiempo ARIMA.

Fin

Transformar en estacionario:
1.-Diferenciar (d)
2.-Tomar el log de la serie
3.-Tomar la raiz no. n de la serie

VI. PROGRAMACION DEL ALGORITMO DE PREDICTIBILIDAD DE
MANCHAS SOLARES BASADO EN MACHINE LEARNING
MEDIANTE ESTACIONALIDAD EN SERIES DE TIEMPO ARIMA..

Utilizando el modelo[17] (20) y el algoritmo descrito en la
figura 3 se program6 un cédigo en Python mediante el IDE
Spyder haciendo uso de las librerias de machine learning y
ciencias de datos matplotlib.pyplot, pandas, adfuller
autocorrelation_plot,  plot pacf, plot acf, rcParams,
matplotlib.pyplot, y arima.model.

Se procedi6 a dibujar la serie de tiempo original y sin

tendencia; como se muestra en la figura 4; coincidiendo con la
estructura de la figura 2 del World Data Center WDC-SILSO

Royal Observatory of Belgium[28].
Se procedio a realizar la correlacion parcial (PACF)[17]

mediante plot_pacf y la autocorrelacion (ACF)[17] como se
muestra en la figura 5.

Detrended

-50

-100

1760 1800 1880 1880 1920 1960 2000

Fig 4. Serie de tiempo utilizando los datos actuales del World Data Center
WDC-SILSO original y sin tendencia.

Partial Autocorrelation

Autocorelation

0759 07

Fig 5 ACF y PACF.

Posteriormente se graficé la primera diferenciacion y
segunda para localizar a d; como se muestra en las figura 6 y
un diagrama de tendencia y de caja (boxplot) para localizar
valores atipicos y sus distribuciones, cuartiles, mediana y
rango intercuartil (RIC)[19], como se muestra en la figura 7.
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Fig. 6. leray 2da diferenciacion con autocorrelacion
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Fig. 7. Tendencia.y Estacionalidad

Continuando con el algoritmo se realizd una
descomposicion multiplicativa para obtener tendencia y
estacionalidad, como se muestra en la figura 8.

400
o
150
E 100
’E 50

1760 1800 1840 1880 1920 1960 2000

Fig. 8. Descomposicion multiplicativa

Posteriormente se realizo la prueba Adfuller (ADF ) [26]
en la serie original. Se procedid a realizar la técnica
exponencial del arreglo y entrenamiento mediante Holt
Winters[36], como se muestra en la figura 9.

Fig 9. Entrenamiento machine learning mediante Holt Winters.

Encontrados los valores p,q,d se realizé el ajuste al modelo
ARIMA[17] (20) para generar una prediccién de valores futuros
hasta el 2060 utilizando un DataFrame con los valores
predichos y sus intervalos de confidencia y su grafica, como se
muestra en la figura 10.

Sunspots Forecast (Next 100 periods)

300

: W

100 f

— Actual Sunspats
— rorecast

1750 1800 1850 1000 1050 2000 2050 2100

Fig 10. Prediccion al 2060

VII. CONCLUSIONES Y DISCUSION

La series de tiempo y algoritmos de predictibilidad, si bien
pueden contar con sustento matematico y aparentemente
permiten calcular eventos futuros, el aplicarlo a fendmenos no
comprendidos en su totalidad como es el caso del sol debido a
la falta de capacidad de medir datos externos y sobre todos
internos del mismo debido a la distancia y las condiciones
atmosféricas adversas que implicaria realizarlo, permite
solamente teorizar su comportamiento siendo s6lo una mera
aproximacion hipotética.

Se debe ser humilde en el aspecto cientifico de poder
realizar el prondstico de un fenémeno no comprendido en su
totalidad y sin los instrumentos actuales para poder observar
la naturaleza interna del mismo; asi mismo la falta de datos
para poder generalizar un fendmeno solamente nos llevaria a
propuestas parciales que no generalizan el comportamiento del
fenémeno y s6lo de un intervalo pequefio e insignificante
como viene siendo el de apenas 263 afios estadisticos puedan
indicar el comportamiento de un astro de 4.5 mil millones de
afios.

Desde el punto de vista optimista matematico el uso del
modelo ARIMA [17] (20) los resultados obtenidos esperan un
maximo de 281 manchas solares para noviembre de 2060.

El uso del algoritmo anteriormente descrito mediante las
distintas técnicas automatizadas como ADF[26] las maltiples
iteraciones en Holt Winters[36], los boxplots automatizados,
RIC[19], permitieron realizar una prediccién ARIMA[17] mas
precisa; sin embargo es hasta la iteracion 48 de sus
componentes en el algoritmo ARIMA[17] en donde la serie se
comenzo6 a comportar, siendo la 215 la presentada que sigue
sin tener una suavidad con respecto al histérico de la serie por
lo que técnicas de suavizado podrian mejorar en iteraciones
siguientes; sin embargo los tiempos de computo ene | ajuste es
excesivo y se podria realizar en servidores online con mayor
capacidad de procesamiento para obtener resultados en menos
tiempo.

Existe poca bibliografia respecto al analisis matematico y
demostracion del modelo ARIMA[17] como la que se abordd
en la propuesta del presente articulo y sus continuas
combinaciones, ya que los trabajos se centran en su aplicacion
y uso como simples comandos sin profundizar en su
algoritmo; lo mismo sucede con el caso de ADF[26] , Baxter-
King [35] y Holt Winters[36]; por lo que su estudio deber ser
de interés para comprender y lograr ajustes en los codigos de
Python, ya que sin haber modificado éstos en la librerias
incorporadas el sistema no hubiera precedido como una serie
de tiempo y simplemente hubiera generado una pendiente de
estimacion.

El modelamiento de todos los modelos anteriores
requeriria un trabajo mas extenso y el presente trabajo se
centré en ARIMAYy el uso de los filtros sdlo en la programacion
ajustandolos de acuerdo con los valores del modelo(20)
matematico analizado.
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Resumen- Los tiempos modernos traen nuevos desafios y estos
se solucionan y encuentran explicacion desde la ciencia. Es un
requisito de los estados darle la atencién primaria a la educacién
de ciencia y tecnologia. En el presente articulo se deducen tres
modelos matematicos originales uno es una abstraccion del largo
de cola, otro es una derivacion de la binomial negativa y por
ultimo un modelo atil cuando se mide la insatisfaccion en colas
de espera por adelantarse sin permiso. Lo aplico a impuestos,
seguridad ciudadana y educacion. En impuestos para una
conducta no regresiva y justa de los mismos, en seguridad para
un nuevo mapa del delito y educacién para mantener los estados
de empatia. Son modelos nuevos y de amplia aplicacion..

Palabras Clave- Teoria de colas y Programacion lineal,-
Binomial negativa, Insatisfaccion en colas, Largo cola
aumentado.

Abstract- Modern times bring new challenges and these are
solved and find explanation from science. It is a requirement of
the states to give primary attention to science and technology
education. In this article, three original mathematical models are
deduced, one is an abstraction of queue length, another is a
derivation of the negative binomial, and lastly, a useful model
when measuring dissatisfaction in queues due to going ahead
without permission. | apply it to taxes, citizen security and
education. In taxes for a non-regressive and fair conduct of the
same, in security for a new map of crime and education to
maintain states of empathy. They are new and widely applied
models.

Keywords- Queuing theory and Linear programming,
Negative binomial, Queuing dissatisfaction, Increased queue
length.

Mathematical Subject Classification: 60K25.

I. INTRODUCCION

La articulacion de la investigacion operativa como base de
solucién a problemas como los impuestos, la educacion y la
seguridad se ve definida y desarrollada con tres modelos de los
cuales dos pertenecen a teoria de colas que son el aumento en
el largo de cola que es una teoria nueva agregada al léxico de
teoria de colas que se refiere a aumentar el factor de trafico p,
y probabilidad de insatisfaccion en colas que rompe los
esquemas de deduccion de colas de espera al considerar
adelantarse en colas positivo para la economia pero no para las
colas humanas y retroceder en cola es el razonamiento opuesto;
después se refiere a una derivacion de la binomial negativa que
tiene madltiples aplicaciones y es también un modelo de
probabilidades; siendo el objetivo central de la presente
investigacion cientifica agregar dichos modelos para futuras

evaluaciones y andlisis. Esto se refleja en la investigacion y su
demostracion tedrica y préactica.

Definicion de variables:
p Es el factor de tréfico que se refleja en el uso del servidor

de cola teniendo en cuenta la tasa de llegada A y la tasa de
Servicio L.

Lq es el largo de cola promedio en colas de espera

L, es el aumento del largo de cola.

Il.  AUMENTO EN EL LARGO DE COLA

2
SiL, = ﬁ o largo de [1]entonces el aumento de largo
. . 3.p2+1/,.p
de cola derivado de esa ecuacion es L, = ——=— donde se

(1-p)
mide el incremento de p bajo ciertas circunstancias como una

deduccion del aumento de A por un proceso de aumento de la

probabilidad Poisson descrito en[2] o una disminucion de p
por circunstancias no propicias en un cambio de las reglas del
servidor de colas[3].

2.1 -Prueba:

Consideremos un aumento de colas o incremento de la cola
a partir de un incremento de p
Entonces el largo de cola queda de la siguiente manera

—_(p+2pD)?
(1-(p+A4p2))

Ap y Ap2 son los incrementos de p donde se deduce que
solo Ap1 es aplicable para evitar problemas en el proceso de
deduccion de teorema que seria tener mas de dos variables,
ademas Ap?2 tiene que ser cero por conviccion de denominador
no negativo.

Apl >0
Ap2 =0

Para valores pequefios de Ap1, consideramos
Apl - dp

_ (p+dp)?
a-p

© Autor(es) 2023. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND @ @ © @

37


mailto:ferim74@yahoo.com.ar

Journal de Objetos y Objetivos Matematicos No. 9; julio-diciembre 2023.

ISSN 2683-264X. https://joom.org.mx

p%+2.p.dp+ dp?
= (1
(1-p) @)

El problema tomé un nivel adicional de complejidad en dp?
(2). Paraello integramos y sacamos las siguientes conclusiones

_Jp*+2. p Jdp+[dp?
- Ja-p 2

2.2 Corolario
Ahora el gran problema es resolver de [(dp)?
Hagamos el siguiente razonamiento:

J(dp)?= [ dp.dp
f(x) = (dp)?
Inf(x) =2.Indp

lndp:%.lnf(x)
flndpz %flnf(x)

Considero a constantes iguales entre ellas y anuladas

1 _1 1 . .
377 (dp)z.c , simplifico los dp

Simplifico por conveniencia los ¢ que son iguales al igualar
los términos.

dp =
[(dp)? =[ 3 dp

N =

f(dp)?= % p la constante es cero por deduccion de prueba
de derivadas

Volviendo a (2)
_p%+2.p%+Y/,. p
B , 0=p)
_3.0%+Y5.p
=———1'2"" (3
(1-p) ©)

Notacion Kendall-Lee[4]:
(M/M/1): (FIFO/o0 /o0)

2.3 Corolario
Si el aumento de largo de cola supone un incremento de
p para ciertos criterios en colas donde ocurre un aumento de

A por un proceso de aumento de la probabilidad Poisson [2]:

donde se considera a n grande o mayor a 30 casos en estudio

y p pequefia o por conviccién menor a 0.1; o una disminucién
de p, entonces no podremos encontrar algunos valores de p
para los cuales el aumento de largo de cola es igual al largo de
cola promedio

Prueba:
Igualo los dos modelos a evaluar

30241/, .0 _ _p?
(1-p) (1-p)

Simplifico denominador

3.p2+1Y/, .p=p?

3.p2+1/2 .p—p?=0
2.pz+1/2 .p=0
p.2p+1/,)=0

Para lo cual se deduce dos soluciones

p=0
p=- 1/4

La segunda solucién no corresponde al ser negativa

2.4 Conclusion

No pueden ser los dos modelos compatibles, entonces
cabria esperar que el aumento de largo de cola es un modelo de
un andlisis solo en circunstancias de aumento de p

2.5 Objeto del modelo
Solo es aplicable para cambios de valor de p las
circunstancias de su aumento por incremento en probabilidad

de Poisson [2]: o disminucion de p; como se

10
— 8}
&
= 6
£
o
(=)
&4
<
[« R
®
o2t
O n L L L
0 0.2 04 06 08 1
p
Fig. 1 Largo cola aumentado
I1l. PROBABILIDAD DE EXITO CON N INTENTOS, DERIVACION
DE BINOMIAL NEGATIVA
Definicion:

Cin-1,x-1) €S la combinatoria

Teorema:
Si Paem) = Cin-12-1) - P*.q™™ es la binomial
negativa, entonces una derivacion de ella'y que es probabilidad
n
de acierto sin p es: P,=1- q? , para valores donde

considero la cantidad de éxitos como nula, por ser un modelo
donde se prescinde por su demostracién la probabilidad de
éxitos p quedando como conclusion una nueva probabilidad
de éxito.

3.1 Prueba:
La binomial negativa o (Pascal - Polya), descrito en [5]:
tiene el siguiente modelo de probabilidad
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P(n:m) = C(n—l,x—l)-px .q(n—x)

__ (-1} x ,(n-x)
Pin=m) = o1 P -4
p: probabilidad de éxito
qg: probabilidad de fallo
X: cantidad éxitos
n: cantidad de intentos

La cantidad de éxitos denotada por la variable x, la defino
en0:

(n—1)!

Pa=m) = i —oyr0 =i P (=0
A1=-(1)=-1
p (n—1)! n
S ONCESVI

La circunstancia que acontece a una probabilidad
negativa[5] refiere a un complemento de probabilidades,
entonces para que ese complemento sugiera una probabilidad;
suma uno a la ecuacion.

n
:1-q—
n

Este modelo representa la probabilidad de éxito en n
intentos, sin recurrir a una cantidad especifica x de éxitos ya
que es nulay a p, por lo tanto, es representado por su totalidad
de intentos n.

P=1-% (4

Sin — 4oo, entonces y el denominador lo consideramos
distinto a co

o=l

Una probabilidad elevada a infinito tiende a 0

0
Pe= 1—E

De la misma manera al tener un numerador 0 se espera 0
como resultado.

P =1
Si la cantidad de intentos es alta entonces la probabilidad
de éxito es alta. Sin — 0, entonces:

0
q
Pezl_F

P, = o

Porlotanton # 0
Entonces tenemos como cota inferior n=1

q
Pe:l_T
Pe:]-'q
Siq— 1, entonces
1n
e=1_?
e — 1_;

A probabilidades altas de fracaso se tiende la probabilidad
de éxitoa 1l - %
Siq— 0, entonces

P=1-%=1[3]

Encontramos la mayor probabilidad de éxito cuando el
fracaso es 0

1
1

0
0
1 400

INIA A
NOIAIA

Pe
q
n

3.2 Corolario
Los n intentos salen por convencidon de la definicién
discreta de la binomial negativa y sus valores varian entre
O0<n<l1
3.3 Corolario
La distancia Euclidiana entre g y n [6] se da para valores
de n > g, entonces la probabilidad varia entre 0 y 1[7]:

3.4 Corolario
Para valores de n = g ocurre lo siguiente:

nn
Pe=1—7
P=1-—n"1

3.5 Corolario
VVeamos analiticamente entre que valores pueden variar ny

q[3l:

n
0<1-L
. n
L<1
n
"<n
Inqg™ < lnn

N.lnqg <inn
Q < e(lnn)/n

3.6 Media de probabilidad de fallo con n intentos
Lamedia iz =n.q

3.6.1 Prueba:

Desde la j-ésima prueba mediante la variable aleatoria de
Bernoulli[8] I;, que toma los valores 0 y 1 con probabilidades
gy p. El nmero de fallos se mide como la suma de n variables
independiente mediante:
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X=L+L+..+1,

Fig. 2 Probabilidad de éxito con n intentos

La media de cualquier I; es E(I;) = (0) . (p) + (1) . (@) =
al considerar la cantidad de éxitos como nula por demostracién
de probabilidad de fallo con n intentos, entonces podemos
considerar valor cero productos con la probabilidad de éxitos p
y valor 1 producto de la probabilidad de fracaso q.

La media de la distribucion binomial[3]:

U=EX)=EL)+EU)+..+E(I)=q +q + .. + g
=n.q

Yaquesabemos: E(X + Y) = E(X) + E(Y)
Donde E(X) es la esperanza de X
Con lo que se demuestra la media.

3.7 Conclusion:

La probabilidad de éxito con n intentos la podemos
considerar para ciertas condiciones como que no tengamos
cantidad de éxitos y probabilidad de éxito p, entonces por
demostracion la probabilidad de éxito no forma parte del
modelo, lo que es razonable y el modelo queda con las
variables g que es probabilidad de fracasos y n que es la
cantidad de intentos.

3.8 Objeto

Se usa para probabilidades donde no se conozca la
probabilidad de éxito ni la cantidad de éxitos, y contemos con
la informacién de la probabilidad de fracaso y el total de
intentos. Su media también se diferencia de la media de la
binomial negativa. Hereda de la misma el analisis para n
pequefio.

IV. PROBABILIDAD DE INSATISFACCION O MAL HUMOR EN
COLAS

Teorema: Si tenemos X personas que se adelantan o
retroceden en la cola, entonces encontramos la probabilidad
segin sea de adelantarse o atrasarse, la probabilidad de
insatisfaccion o mal humor en colas se manifiestan teniendo en
cuenta una cantidad de los que se adelantan o retroceden sobre

el total que puede hacerlo en una combinatoria tomados de a 2;
es:

4.1 Prueba:

Dada una probabilidad Laplaciana[4]: que mide casos
favorables sobre casos posibles entre los que se adelantan o
retroceden de cola sobre su combinacion, entendemos lo
siguiente: X es la cantidad de personas que se adelantan o
retroceden, esto teniendo en cuenta para el analista que esto
causa insatisfaccion o mal humor en los otros integrantes de la
cola cuando hablamos de adelantarse en colas humanas o

cuando hablamos de atrasos en crédito o impuestos; 2. X [3] es
hacer los movimientos de cola en ambas direcciones, entonces
x se adelantan x retroceden en la misma operacién (uno se
adelanta el que estaba adelante retrocede); por lo tanto queda
representado por: 2.x [2]. Esta abstraccién representa en el
numerador los casos favorables que es que se adelante y
retroceda en la cola.

La combinatoria de atrasarse o adelantarse de a dos que son
los casos es:

n!
€2 = (n—x)!x!
n!
€02 =
~n.(n—-1).(n-2)!
2 =——F"—3a

C(n,2) === [3]

Que son las combinaciones posibles de adelantar o
retroceder en cola donde intervienen dos personas una que se
adelanta y la otra que queda atras. Lo mismo pasa para una
que se atrasa y la otra se queda adelante.

La probabilidad de Laplace, casos favorables sobre casos
posibles[4].

2.x
n.(n—1)
2

Pi=

Entendemos que en una cola[2]; donde 2. x es la cantidad
que se adelanta o retrocede; que el primero de cola no se
involucra al tener una posicion de privilegio en la cola.
Entonces resto 1 al numerador y para que no cambie la
ecuacion, también resto 1 al denominador

2.x —1
n.(n—1)
—=z 1

Pi=

También a fines tedricos n que es la cantidad de cola, lo
consideramos como L,

p = 2.x —1
L Lq.(Lq—l)_1
2
2.x —1
P,=1- (5

Ly.(Lg—1)
q Zq -1
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Donde P; es la probabilidad de insatisfaccion que se da
cuando me retraso en el pago de impuestos o créditos y en colas
humanas al adelantarme el lugar.

4.2 Corolario

P, Es la probabilidad de satisfaccion que ocurre cuando se
nos atrasan en colas humanas dejandonos el lugar, o adelantos
en pagos de crédito o impuestos.

2.x —1

P. =
° Lq(éq_l)_l

(6)

Si considero a x=0, entonces L,=0

P=1 01
i 0(0—-1)
=1

Con pocos que se adelantan la insatisfaccion del sistema
tiende a cero.

Lo préximo a evaluar es cuando los que se adelantan o
atrasan tienden a un nimero grande o infinito x— oo

Entonces se deduce que L,— oo:

oo —1
T G
2
[00]
©

Aplico L’Hopital,[1] al haber una indeterminacién y derivo
numerador y denominador.
En el denominador reemplazo L, por

2

_ p
L=a-p

De esa forma la derivada del denominador me da un
numero tiende a infinito

_ 2
T e )

2

=1-0=1

Por lo tanto, cuando existen muchos por adelantarse o
atrasarse la probabilidad de insatisfaccion tiende a la certeza o
1.

0<p<1
0 <x <4
0<L; <+
0<Ph<1

Fig.3. Probabilidad de insatisfaccion o de mal humor en colas

4.3 Conclusion

La insatisfaccién que mide la probabilidad de mal humor
por adelantarse o colarse como el lunfardo es en colas
humanas, pero no es lo mismo para crédito o impuestos, ya que
pagar adelantado es beneficioso para el que cobra. Sin
embargo, esto no siempre es asi, en beneficios como la
moratoria retrasarse en colas por incumplimientos es
insatisfaccion para PYMES(Pequefias y Grandes Empresas) y
poblacién en general. Y en colas humanas, podemos esperar
que dar el lugar o retroceder es un acto de solidaridad, lo
contrario de adelantarse que es un acto desleal.

4.4 Objeto

Un objeto[4] mide la probabilidad; en éste caso de
insatisfaccion o mal humor en colas humanas u otras, donde se
puede apreciar como resultado de conductas como adelantarse
sobre un total de combinatoria de esas operaciones tomadas de
a dos personas. Su objetivo principal es mejorar el humor con
medidas para evitar altas probabilidades. La probabilidad de
insatisfaccion es el complemento de la probabilidad de
satisfaccion y sus conclusiones son diametralmente opuestas.

V. SOLUCIONES PRACTICAS.

5.1 LVA (Impuesto al valor agregado)

El impuesto al valor agregado (IVA), es un impuesto
regresivo; entendiéndose como ello a los impuestos que
desfavorecen a los pobres y clase media. Este impuesto es al
consumo, y los pobres y clase media, como en la mayoria de
las situaciones, no tienen capacidad de ahorro por lo tanto
consumen todas sus ganancias y estas van al IVA. Entonces los
gue mas pagan suelen ser los mas desfavorecidos por el
sistema.

Si el estado tiene que afrontar sus obligaciones con los
ciudadanos, recurre a cuatro formas de entradas de dinero:

- Impuestos

- Emision monetaria

- Pedir crédito internacional y nacional

- Ajustes en las cuentas publicas

© Autor(es) 2023. Articulo de acceso abierto bajo licencia CC BY-NC-ND ®@ ® © @

41



Journal de Objetos y Objetivos Matematicos No. 9; julio-diciembre 2023.

ISSN 2683-264X. https://joom.org.mx

Dado que se cree en el [éxico econdémico que solo se puede
subir los impuestos para obtener mayores recaudaciones,
demostramos que este criterio no siempre es cierto; debido a
gue una baja de impuestos genera mayores recaudaciones por
la evasidn que se recupera y el aumento del consumo por haber
productos mas baratos y bajos de la inflacién. Planteemos la
siguiente hipdtesis.

5.1.1 Hipotesis

Si bajamos algunos puntos del impuesto IVA, entonces el
aumento del largo de cola que sugiere los clientes que adeudan
el mismo bajaran y la probabilidad de éxito en n intentos subiré
con los evasores que pagaran en el sistema

Prueba:

Sabemos que la evasion de dicho impuesto tiene un 30% o
35% de evasores, que lo tomamos como el factor de trafico p,
entonces debemos demostrar que bajando este el aumento del
largo de cola también bajara (sugiere evasores en cola). Por (3)
sabemos:

L, = 3.p2+1/, . p

, (1—10)
_3.03%)+1/, (03) _
- (1-0.3) =06

Si bajando varios puntos del 21% del impuesto logramos
una reduccion de los evasores, podemos considerar una baja en
el aumento del largo de cola. Supongamos bajar 40% de
evasion:
p=0.18.

_3.0018%)+1/, 018
- (1-0.18)
=0.228

Podemos suponer que el modelo sigue a una probabilidad
Poisson [2]; tal aseveracidn es producto de considerar a una
probabilidad de éxito p pequefia y menor a 0,1 y una n grande
0 mayor a 30. A fines practicos, serd muy dificil probar que se
sigue a una probabilidad Poisson [2] con la chi cuadrado dado
el alto sesgo que se considera en el punto en cuestién.

Con lo que el aumento del largo de cola disminuye al
disminuir p y podemos concluir la primera parte de la hip6tesis
que bajar unos puntos del impuesto genera menor evasion y
por lo tanto menor cantidad de morosos en cola
Por la curva de Laffer[9], que fue un economista que uso la
campana de Gauss para demostrar que una suba de impuesto
lograba una suba en el mercado negro y una mayor evasion. El
presente trabajo demuestra, con métodos propios, algo
parecido.

La segunda parte de la hip6tesis la demostramos con la
probabilidad de éxitos con n intentos, de (4) sabemos

Pe=1—7

Consideramos una evasion del 0,3 por y n igual a una tasa
de 0,4 intentos (n=1-0,4).

0.3%6
P=1-
e 0.6
= 0.19067

Tenemos una probabilidad de éxito con n intentos de
19.067%.

Ahora bien, partamos de una baja del impuesto en algunos
puntos con lo que se obtiene una menor evasion. La reduccion
de la evasién por fines practicos la podriamos considerar en un
40%

q = 0.18

Ahora el objetivo es encontrar una n que se ajuste a la nueva
g.

Por media de la probabilidad de éxito con n intentos
sabemos

Lamedia ¢z =n.q.

Partamos de una media de 10% de intentos entonces:

= n.(0.18)
0.10/0.18
= 0.55

00

Este andlisis por la media sirve para encontrar valores
desconocidos de n para valores conocidos de la media
Entonces volviendo a (4)

0.180'55
Fe=1- =55

P, = 0.29199

Por lo tanto, una baja en la evasion genera una suba en la
probabilidad de éxito con n intentos que representa los
evasores cada n casos
0.19067 < 0.29199

Si bien no se redujo mucho, esto es debido a que también
se redujo n lo que trae una menor probabilidad (Ver
demostracion)

5.2 Probabilidad de insatisfaccion en alumnos del curso por
desaprobados

Los procesos educativos traen como consecuencias
insatisfacciones en los alumnos por comparieros que no siguen
el pr6ximo afio 0 no aprueban la materia. Para ello uso el
modelo matematico que enuncié.

P 1 2.x —1
L= Lq.(qu—l)_1

Tabla 1. Promedio para calcular si hubo insatisfaccion
Afo 2019 (virtual) 2020 (dos modalidades)

En el 2019 cuatro alumnos no aprobaron la materia que
serian los que se atrasan en la cola del modelo.

P,_1 2.4 -1 = 0.87037
i= 11.(11-1) e
-2 1
Siendo L, =11,0 la cantidad total de alumnos. La

probabilidad de 0.87037 concluye una alta probabilidad de
insatisfaccidn, sabiendo que casi la mitad del curso desaprob6
al final del afo la materia. Por lo tanto, existe ese
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inconformismo en los alumnos por la situacién de sus
compafieros.

5.3 Probabilidad de insatisfaccion.
5.3.1 Aplicacion de moratoria impositiva.

La moratoria en el contexto econémico actual es aceptable
por la falta de acceso al financiamiento y la caida en las ventas
de productos y servicios. Pero no todas las moratorias son
justas, quizés se comprendan en las PYMES y no en las
grandes empresas que, si pueden pagar, caso contrario se
dejaria de recaudar para obra puablica y brindar servicios
publicos. En la siguiente investigacion demuestro la
insatisfaccion por moratoria a grandes empresas y no “por
moratoria a pequefias empresas.

La insatisfaccién por adelantarse en colas es distinta en
colas humanas donde es una actitud desleal y no en economia
donde adelantarse es pagar adelantado el crédito y el impuesto,
y atrasarse en colas es aceptada en colas humanas, pero en
economia es dejar de pagar un crédito o impuesto.

El adelantarse en cola de espera para colocarse inyeccién
para COVID 19 en Argentina concluy6 con la renuncia del
ministro de salud por la insatisfaccion en la sociedad por esa
conducta.

Moratoria PYMES

Considero 4000 empresas de las cuales 2500 entraron en
moratoria.

Tomamos para fines practicos 4 empresas sobre 2.5 en
moratoria

2x -1

Piol— g ®)
2
2.(25) -1
Pl—l_ m—o.z
2

La probabilidad de insatisfaccién para muchas PYMES en
este modelo es baja.

Moratoria grandes empresas, de 400 grandes empresas
entran en moratoria 100

Consideramos para fines précticos 4 empresas y 1 en
moratoria:

2.1 -1
P,_1

= 4.(4-1
T_l

=0.8

La probabilidad de insatisfaccion en grandes empresas es
alto

La conclusién que llegamos es que para este modelo una
gran cantidad de empresas como es comuin en las PYMES da
poca insatisfaccion social y pocas empresas, lo que es comln
en grandes empresas es con alta insatisfaccion. Por lo menos
para este modelo se da esos resultados.

5.4 Probabilidad de éxito con n intentos
n
5.4.1 Sabemos que P, = 1 — %

Entonces se puede hacer un anélisis de programacion lineal
sobre el problema de la mochila donde se desea saber cuales
de una lista de impuestos tienen que ser considerados por su
variacioén de afio a afio y alta recaudacion e importancia.

Crateo | Recsudacion en % del 8 Por tributs y por el de gobierno

e e

e Lo

———
. _Illllll_lll____..__

Fig. 4. Impuestos nacionales
Estos importes son los coeficientes econdémicos. Y la
probabilidad de éxito en n intentos son los coeficientes
tecnoldgicos. Los recursos seran la cantidad de impuestos
producto con una tolerancia de probabilidad.

En la siguiente tabla resumimos lo planteado en cinco
impuestos:

n

q
P,=1 "
N=1
P, =1-q[3].
Tabla 2. Impuestos por afios y diferencias[10]
Impuesto Enero 2022 | Diciembre 2021 Dif %
21y 22
Ganancias 238000 259000 8.1
Otros coparticipados 2107 2325 9.4
Derecho exportacion 68000 83000 18.3
Combustibles 22000 43000 46.8
Bienes personales 5000 32000 83.1

Tabla: [10]
Tomo n=1 al ser considerado solo el impuesto analizado
Problema de la mochila con esta modelacion[11].

(2.5) . Gan + (0.5) . Copar + 2. Export + (0.8) . Comb + (0.5)
. BienPers — MAX

(1-0.081) . Gan + (1 —0.094) . Copar + (1 —0.183) . Export
+(1-0.468) . Comb + (1 - 0.831) . BienPers <3

Los recursos son 3 impuestos que por convencion se
consideraran aceptables su solucion. La mochila solo incluira
como solucion a los impuestos con mayor recaudacion y que
ocupen menos recursos 0 mayor diferencia de afio a afio en
recaudacion. Los mismos tienen que ser objeto de estudio por
el organismo del estado correspondiente.

Solucién: Gan, Export, Comb, BienPers [12]

Los impuestos que son solucion deberan replantearse por
ser importantes en recaudacion y tener una gran diferencia
entre diciembre de 2021 y enero 2022.

Los recursos deben analizarse segin convencién de
autoridad.
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5.4.2 Estudio de matematicas predictivas para lucha contra la
inseguridad

De un estudio sobre la inseguridad evaluado por provincias,
se hace el siguiente andlisis para considerar a las provincias
mas inseguras como prioridad y tomar medidas del caso

Tabla 3. Estados y prevalencia delictiva

Provincia Prevalencia delictiva %

Buenos Aires 28.8

CABA 33.4

Rio Negro 16.6

Cordoba 27.0

Tucuman 37.7

Datos: [13]

Se hace el problema de la mochila con coeficientes
econémicos la prevalencia y la probabilidad de éxito con n
intentos los coeficientes tecnoldgicos.

qn
Po=1-—
N=1
P=1-q [13]

Tomo n=1 al ser considerado solo la provincia analizada

Los recursos tomo 3 para una decision de cantidad de
provincias en alerta a ser consideradas por autoridad.

(28.8) . BsAs + (33.4) . CABA + (16.6) . RioN + 27 . Cord +
(37.7) . Tuc > MAX

(1-0.288) . BsAS + (1 —0.334) . CABA + (1- 0.166) . RioN +
(1-0.27).Cord+ (1-0.377) . Tuc <3

Solucion: BsAs, CABA, Cord, Tuc

La provincia de Rio Negro al tener poca prevalencia
delictiva no es solucién. En estas provincias solucién habra que
poner la mayor cantidad de esfuerzos.

5.4.3 Otra aplicacion:

Se hace problema de la mochila, los recursos seran los
policias aptos para guardia en calle por horario, los coeficientes
econémicos una medicion de importancia econdmica de la
cuadra (negocios), esto multiplicado por el complemento de la
tasa de circulacion por calles (calles medianamente circuladas
son tentacion para delincuentes) y por Gltimo, los coeficientes

tecnologicos seran la probabilidad Poisson [2], si la
probabilidad de robo es baja (la mayoria de las calles) o
probabilidad de éxito con n intentos para probabilidad altas

VI. CONCLUSIONES Y DISCUSION

Respecto a 2.4 cabria esperar que el aumento de largo de
cola es un modelo de un analisis solo en circunstancias de
aumento de p.

En el teorema seccion 3 se obtuvo una nueva probabilidad
de éxito.

En laseccion 5.11 el aumento del largo de cola disminuye
al disminuir p y la primera parte de la hipétesis indico que
bajar unos puntos del impuesto genera menor evasién y por lo
tanto menor cantidad de morosos en cola.

Respecto a 5.2 se obtuvo la probabilidad de insatisfaccion
de reprobados de 0.87037 ; sabiendo que casi la mitad del
curso desaprobo al final del afio la materia.

En 5.3.1 se obtuvo que la insatisfaccion por adelantarse en
colas es distinta en colas humanas donde es una actitud desleal
y no en economia donde adelantarse es pagar adelantado el
crédito y el impuesto, y atrasarse en colas es aceptada en colas

humanas, pero en economia es dejar de pagar un crédito o
impuesto y que una gran cantidad de empresas da poca
insatisfaccion social.

Las herramientas en la toma de decisiones como se analizd
en el presente articulo con tres modelos originales tienen una
amplia aplicacion en el futuro de los pueblos; siendo una
condicién mas que suficiente para el crecimiento y desarrollo.
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